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អរមមកក 

   សសួ�ីមតិ �អ�កសិក្សោាីសី�សឡាស់ រាបា

េសៀវេ�ាគណិតវ �ោ្េោេ្សេ� សសែដលេលកអ�កកកំ ពុ ែតតរស់ រេរនា

ខ �ពកបោបរេ�ៀាៀកេឡើុ�មួមរារួេកំ កូគាឺវ �សមភំាសមតី�អរពគមរមា

ោោទស�ីៀកររួារិុា �ណីមោតាែដលក�ពុេកំ កូរីមួី មាេ ើីុខ �ពកបរេោេ្សា

េ� សសលកហតសំ ិេសសមមកេ ធើដកេេនាះីាោំម្ កុ មរលកហតសា

អរពវត�រមសោមាសអ�កសិក្កធសកហតសេហនាះីេហីខ សរួេុ។ា

ា េ ើីុខ �ពកសុ្ សមមាេសៀវេ�មួី កយលេរនារសុ់ៀៀលូ�មួូ�ល សរវូា

គករិតារិុាវ � ះីាស��ថីមក�ពុត�េហនាះីលកហតសគណិតវ �ោ្កក� �តា

អូី កំ ិៀៀកេេនេលកអ�កសិក្សំពកោរេឡើីា។ា

ា សោាីប� ាសខ �ពកបោសមូេរូំ�ៀកេេនេលកអ�កាសមូមរសពខភំលាុ

មរោ្ស�ជសសឈវារិុាោោលួបរេសគេ នី ក�ពុ ោគាសភ�កៀិ�ា។ា
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គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័1 

 

ជំពូកទ១ី  

វិសមភពេ្ជជសេេ ជស  

 

 

លហំត 

១-េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីំំ នំពពិ ត ពិ ជ�ំានែ a b c 1+ + =   ។ 

 ីូរ្រស b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

២-េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

b c c a a b a b c 9
a b c b c c a a b 2
+ + +

+ + ≥ + + +
+ + +

   

៣-េគឲ្ាបីំំ នំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។  

    ីូរ្រសាយជ �� ថ 

   

(a b)(b c)(c a)
(a b c)(ab bc ca) abc

2
+ + +

+ + + + ≥ +    



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័2 

 

៤-េគឲ្ាបីំំ នំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

2 2 2 2 2 2

a b c 3
2 2b c 2bc c a 2ca a b 2ab

+ + ≥
+ + + + + +

៥-េគឲ្ាបីំំ នំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

3 3 3
3

2 2 2
a b c ab bc ca 2

3abc a b c
+ + + +

+ ≥
+ +

    

៦-ឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 3
b c c a a b 2 2a b c

+ + +
+ + + ≥

+ + + + +
   

ានែ n 2 , n IN≥ ∈   ។ 

៧-ីំេព a ,b ,c 0>  ីូរ្រស  

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

+ + ≥
+ + +

៨-េគឲ្្ិបេីេ  ABC  មនស�ំ្ិរជ a ,b ,c  ។ ីូរ្រសាយជ ��  
2 2 2a sin A b sinB c sinC 6S+ + ≥   ? 

( S  តជឲ្្�្រកឡរំ្ិបេីេ ABC  ) 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័3 

 

៩-េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c  ជាបីំំ នំពពិ ត ពិ ជ�ំ ។ 

្រស 
3

6

a b c 27 (ab bc ca). 2
b c c a a b 2 (a b c)

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
 

១0-េគឲ្ a ,b ,c  ជររង �្ិរជរំ្ិបេីេមនស ។ ីូរ្រស ថ 

2 2 2

a b c ab bc ca 4
b c a c a b a b c a b c

+ +
+ + + ≥

+ − + − + − + +
  ។ 

១១-េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ ។ ីូរ្រស ថ 

2 2 2 2 2 2

a(b c) b(c a) c(a b) 3 2
bc(b c ) ca(c a ) ab(a b )

+ + +
+ + ≥

+ + +
   

១២-េគឲ្ a ,b ,c  ជាបី ំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ ។ ីូរ្រស ថ 

2 2 2

a b c ab bc ca 5
b c c a a b a b c 2

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 

(Spain  Mathematical Olympiad 2011) 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័4 

 

ដំេណា្្រ 

 

លហំតទី១ 

េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំានែ a b c 1+ + =   ។ 

ីូរ្រស b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

ដំេណា្្រ 

េេបៀបទ�១  

តជង នំគមំន 1f (x) ln(1 ) ln(x 1) ln x
x

= + = + −   ានែ 0 x 1< <   

េគ�ំ 1 1f '(x)
x 1 x

= −
+

  

ំពជ 2 2 2 2
1 1 2x 1f ''(x) 0

(x 1) x x (x 1)
+

= − + = >
+ +

 ្គា� 0 x 1< <  

េន f (x) ជង នំគមំនេេប ជ ។  

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័5 

 

តមត ពមមព Jensen ីំេព a ,b ,c 0>  េគេំ ថ 

af (c) bf (a) cf (b) ab bc caf ( )
a b c a b c
+ + + +

≥
+ + + +

   េដស a b c 1+ + =  

េគេំ ថ

a b c

1 1 1 1aln(1 ) b ln(1 ) c ln(1 ) ln(1 )
c a b ab bc ca
1 1 1 1ln (1 ) (1 ) (1 ) ln(1 )
c a b ab bc ca

+ + + + + ≥ +
+ +

 + + + ≥ +  + + 

 

នូីេំ b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

េេបៀបទ�២ 

េសជនឹជ [ ]
1

1 b
0

0

b 1.dx b ln(x a) ln(1 )
x a a

= + = +
+∫  

តម Lemma Cauchy-Schwarz េគ�ំ ថ 

2 2

cyc cyc

b b (a b c)
x a bx ab (a b c)x ab bc ca

+ +
= ≥

+ + + + + + +∑ ∑  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័6 

 

េដស a b c 1+ + =  េន 
cyc

b 1
x a x ab bc ca

≥
+ + + +∑  

េគេំ 
1 1

cyc0 0

b dx.dx
x a x ab bc ca

≥
+ + + +∑∫ ∫  

េដស 
1 1

b

cyc cyc cyc0 0

b b 1.dx dx ln(1 )
x a x a a

= = +
+ +∑ ∑ ∑∫ ∫  

                              b c a1 1 1ln (1 ) (1 ) (1 )
a b c

 = + + +  
 

េហស 
1

0

dx 1ln(1 )
x ab bc ca ab bc ca

= +
+ + + + +∫  

នូីេំ  b c a1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 ) 1
a b c ab bc ca

+ + + ≥ +
+ +

   ។ 

 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័7 

 

លហំតទី២ 

េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

b c c a a b a b c 9
a b c b c c a a b 2
+ + +

+ + ≥ + + +
+ + +

   

ដំេណា្្រ 

តមត ពមមព AM HM−  េគ�ំ 1 1 4 ( x,y 0)
x y x y
+ ≥ ∀ >

+
 

 េដស b c c a a b 1 1 1 1 1 1a( ) b( ) c( )
a b c b c c a a b
+ + +

+ + = + + + + +  

េគេំ b c c a a b a b c4( )
a b c b c c a a b
+ + +

+ + ≥ + +
+ + +

 

េសជំឹជ្រស a b c 3
b c c a a b 2

+ + ≥
+ + +

 

តម Lemma Cauchy-Schwarz េគ�ំ ថ 

2 2

cyc cyc

2 2 2

cyc

a a (a b c)
b c a(b c) 2(ab bc ca)

a 3 (a b) (b c) (c a) 3
b c 2 4(ab bc ca) 2

+ +
= ≥

+ + + +

− + − + −
≥ + ≥

+ + +

∑ ∑

∑
 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័8 

 

េដស 
cyc cyc

a a b c a4 3
b c b c c a a b b c

= + + +
+ + + + +∑ ∑    

េហស 
cyc

a 3
b c 2

≥
+∑   េន

cyc

a a b c 94
b c b c c a a b 2

= + + +
+ + + +∑    

នូីេំ   b c c a a b a b c 9
a b c b c c a a b 2
+ + +

+ + ≥ + + +
+ + +

  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័9 

 

លហំតទ៣ី 

េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

(a b)(b c)(c a)
(a b c)(ab bc ca) abc

2
+ + +

+ + + + ≥ +    

ដំេណា្្រ 

តជ u (a b)(b c)(c a) , v abc= + + + =  

េគ�ំមមព

u v (a b)(b c)(c a) abc (a b c)(ab bc ca)+ = + + + + = + + + +  

ត ពមមពពជេែមមូែ uu v v
2

+ ≥ +  

េែ�ជីេរ uu v v 2 uv
2

+ ≥ + +  ឬ u 2 2 uv≥  

មមែូ 2u 8uv≥   ឬ u 8v≥  ពពិ 

េ្ព u (a b)(b c)(c a) 2 ab.2 bc.2 ca 8abc 8v= + + + ≥ = =  

នូីេំ (a b)(b c)(c a)
(a b c)(ab bc ca) abc

2
+ + +

+ + + + ≥ +    



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័10 

 

លហំតទី៤ 

េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

2 2 2 2 2 2

a b c 3
2 2b c 2bc c a 2ca a b 2ab

+ + ≥
+ + + + + +

   

ដំេណា្្រ 

ជនំាជូេសជំជឹ្រស 2 2b c 2bc 2(b c)+ + ≤ +  

េែ�ងជ�ទជំពបរជីេរេគេំ ថ 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( b c 2bc) 2(b c)

b c 2 2bc(b c ) 2bc 2b 4bc 2c

2 2bc(b c ) b c 2bc

( b c 2bc) 0

+ + ≤ +

+ + + + ≤ + +

+ ≤ + +

+ − ≥ Bti

 

េគេំ 
2 2

cyc cyc

a 1 a 3
b c2 2 2b c 2bc

≥ ≥
++ +

∑ ∑   ពពិ  

េ្ព  
cyc

a 3
b c 2

≥
+∑   ( េមែែំហិ�ទប២) ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័11 

 

លហំតទី៥ 

េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

3 3 3
3

2 2 2
a b c ab bc ca 2

3abc a b c
+ + + +

+ ≥
+ +

   

ដំេណា្្រ 

េសជ�ំ 
3 3 3 2 2 2a b c 4 a b c

3abc 3 4ca4bc 4ab

 + +
= + +  

 
 

េដស 
2 2

2
a a
4bc (b c)

≥
+

  េ្ព 2(b c) 4bc+ ≥  

េគេំ 
3 3 3 2 2 2

2 2 2
a b c 4 a b c

3abc 3 (b c) (c a) (a b)

 + +
≥ + + 

+ + +  
 

តមត ពមមពCauchy-Schwarz េគ�ំ ថ 

22 2 2

2 2 2
a b c a b c3

b c c a a b(b c) (c a) (a b)

   + + ≥ + +   + + ++ + +    
  

េគទ 
23 3 3a b c 4 a b c

3abc 9 b c c a a b
+ +  ≥ + + + + + 

  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័12 

 

នឲំ្ 
3 3 3a b c 2 a b c( )

3abc 3 b c c a a b
+ +

≥ + +
+ + +

 

តម Lemma Cauchy-Schwarz េគ�ំ ថ 

2 2 2 2 2

cyc cyc

a a (a b c) a b c1
b c a(b c) 2(ab bc ca) 2(ab bc ca)

+ + + +
= ≥ = +

+ + + + + +∑ ∑

  
េគទ

3 3 3 2 2 2a b c 2 a b c
3abc 3 3(ab bc ca)
+ + + +

≥ +
+ +

  

3 3 3 2 2 2
3 3

2 2 2 2 2 2
a b c ab bc ca 2 a b c ab bc ca

3abc 3 3(ab bc ca)a b c a b c
+ + + + + + + +

+ ≥ + +
+ ++ + + +

 

េសជំឹជ្រស 
2 2 2

3
2 2 2

a b c ab bc ca 4
3(ab bc ca) 3a b c

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 

តជ 
2 2 2

3 a b ct 1
ab bc ca

+ +
= ≥

+ +
 េគេំ ថ 

3 2 2t 1 4 (t 1) (t t 3) 0
3 t 3 3t

− + +
+ ≥ ⇔ ≥ Bti  

នូីេំ 
3 3 3

3
2 2 2

a b c ab bc ca 2
3abc a b c
+ + + +

+ ≥
+ +

  ។ 
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លហំតទី៦ 

េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រសាយជ �� ថ 

n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 3
b c c a a b 2 2a b c

+ + +
+ + + ≥

+ + + + +
   

ានែ n 2 , n IN≥ ∈   ។ 

ដំេណា្្រ 

េសជ�ំ 
2 2 2a b c a b c

b c c a a b ab ac bc ab ac bc
+ + = + +

+ + + + + +
 

តម Lemma Cauchy-Schwarz េគេំ ថ 

2 2 2 2a b c (a b c) a b c1
b c c a a b 2(ab bc ca) 2(ab bc ca)

+ + + +
+ + ≥ = +

+ + + + + + +
 

េសជំឹជ្រស 
2 2 2

n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 1
2(ab bc ca) 2 2a b c

+ + + + +
+ ≥

+ + + +
 

តជ 
2 2 2

n a b ct 1
ab bc ca

+ +
= ≥

+ +
 េគេំ 

nt n n 1
2 2t 2

+
+ ≥  

មមែូ n nt n 1
t

+ ≥ +  
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តមត ពមមព AM GM−  េគ�ំ ថ 

n nn 1
n

n

1 1 1 1t .... (n 1) t . n 1
t t t t

++ + + + ≥ + = +
((((

 

ឬ n nt n 1
t

+ ≥ +  ពពិ 

េហ និេំ n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 1 n 31
b c c a a b 2 2 2a b c

+ + + +
+ + + ≥ + =

+ + + + +
   

នូីេំ n
2 2 2

a b c n ab bc ca n 3
b c c a a b 2 2a b c

+ + +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 
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លហំតទ៧ី 

ីំេព a ,b ,c 0>  ីូរ្រស  

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

+ + ≥
+ + +

ដំេណា្្រ 

េសជតជ 

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7T 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

= + + ≥
+ + +

 

   
5 5 5

cyc

a 2b 4c 7
ab( a b)
+ + +

=
+∑  

តមត ពមមពមព្មំពង ពំ-មព្មពរេប �្ិេគ�ំ 5 5t 1 2 t+ ≥  

េគេំ 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 (a 1) 2(b 1) 4(c 1)+ + + = + + + + +  

                                       5 5 52 a 4 b 8 c≥ + +  

េគេំ 
5 5 5

cyc

a 2 b 4 cT 2
ab( a b)
+ +

≥
+∑  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័16 

 

តជ x a ,y b ,z c= = =   េគេំ 
5 5 5

2 2
cyc

x 2y 4zT 2
x y (x y)
+ +

≥
+∑  

ពពំ ពិ្ 2 2 3 3 5 5 2 2(x y )(x y ) x y x y (x y) 0− − = + − + ≥  

ឬ 5 5 2 2
2 2 5 5

1 1x y x y (x y)
x y (x y) x y

+ ≥ + ⇒ ≥
+ +

 

េគទេំ 
5 5 5

5 5
cyc

x 2y 4zT 2
x y
+ +

≥
+∑  

តជ 5 5 5u x , v y ,w z= = =  េគេំ 
cyc

u 2v 4wT 2
u v

+ +
≥

+∑  

េដស u 2v 4w v 4w1
u v u v

+ + +
= +

+ +
 េន 

cyc

v 4wT 6 2
u v
+

≥ +
+∑  

េនម្ប្ រស T 21≥  េសជ្រំ�ាិ្រសឲ្េយ 

cyc

v 4w 15
u v 2
+

≥
+∑   ។  
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តម Lemma Cauchy-Schwarz េសជេំ 

2 2

2 2 2
cyc cyc

v 4w (v 4w) 25(u v w)
u v (u v)(v 4w) u v w 9(uv vw uw)
+ + + +

= ≥
+ + + + + + + +∑ ∑  

ឬ 

2

cyc cyc

2cyc

cyc cyc

25 u 50 uv
v 4w
u v

u 9 uv

+
+

≥
+

+

∑ ∑
∑

∑ ∑
   

ឧា� 

2

cyc cyc

2

cyc cyc

25 u 50 uv
15
2

u 9 uv

+

≥

+

∑ ∑

∑ ∑
  ពពិ  

មមែូ 2 2

cyc cyc cyc cyc

50 u 100 uv 15 u 135 uv+ ≥ +∑ ∑ ∑ ∑  

មមែូ 2

cyc cyc

u uv≥∑ ∑  
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មមែូ 2

cyc

1 (u v) 0
5

− ≥∑   ពពិ  

នូេ �ី 

5 5 5 5 5 5 5 5 5a 2b 4c 7 4a b 2c 7 2a 4b c 7 21
ab( a b) bc( b c) ca( c a)
+ + + + + + + + +

+ + ≥
+ + +
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លហំតទី៨ 

េគឲ្្ិបេីេ  ABC  មនស�ំ្ិរជ a ,b ,c  ។  

ីូរ្រសាយជ ��  2 2 2a sin A b sinB c sinC 6S+ + ≥   ? 

( S  តជឲ្្�្រកឡរំ្ិបេីេ ABC  ) 

ដំេណា្្រ 

តជ 2 2 2T a sin A b sinB c sinC= + +  

តម្ទឹពបាទនបំូ a b c 2R
sin A sinB sinC

= = =  

េគទ 
a 2R sin A
b 2R sinC
c 2R sinC

=
 =
 =

  ានែ R  ជីរំជងជ�ងរ�ឹេ្ក្ិប�េ។ 

េគេំ 2 3 3 3T 4R (sin A sin B sin C)= + +  

តមត ពមមពមព្មំពង ពំ-មព្មពរេប �្ិេគ�ំ 

3 3 3sin A sin B sin C 3sin AsinBsinC+ + ≥  

េគេំ  2T 12R sin AsinBsinC≥  
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ម្បជេទេិេគ�ំ abcS
4R

=   េដស 
a 2R sin A
b 2R sinC
c 2R sinC

=
 =
 =

   

េគេំ 
3

28R sin AsinBsinCS 2R sin AsinBsinC
4R

= =  

េហ និេំ 2T 6 2R sin AsinBsinC 6S≥ × =  ពពិ  

នូីេំ 2 2 2a sin A b sinB c sinC 6S+ + ≥   ។ 
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លហំតទី៩ 

េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c  ជាបីំំ នំពពិ ត ពិ ជ�ំ ។ 

្រស 
3

6

a b c 27 (ab bc ca). 2
b c c a a b 2 (a b c)

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
 

ដំេណា្្រ 

េសជ�ំ 
2 2 2a b c a b c

b c c a a b ab ac bc ab ac bc
+ + = + +

+ + + + + +
 

តម Lemma Cauchy-Schwarz េគេំ ថ 

2a b c (a b c)
b c c a a b 2(ab bc ca)

+ +
+ + ≥

+ + + + +
 

េសជំពជ្រស 
2 3

6

(a b c) 27 (ab bc ca) 2
2(ab bc ca) 2 (a b c)

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 

តជ 
2(a b c)t 3

ab bc ca
+ +

= ≥
+ +

  េគេំ ថ 

4 3 2 2

3 3 3

t 27 t 4t 27 (t 3) (t 2t 3)2 0
2 2t 2t 2t

− + − + +
+ ≥ ⇔ = ≥  ពពិ  

នូីេំ 
3

6

a b c 27 (ab bc ca). 2
b c c a a b 2 (a b c)

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 
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លហំតទី១០ 

េគឲ្ a ,b ,c  ជររង �្ិរជរំ្ិបេីេមនស ។ ីូរ្រស ថ 

2 2 2

a b c ab bc ca 4
b c a c a b a b c a b c

+ +
+ + + ≥

+ − + − + − + +
  ។ 

ដំេណា្្រ 

េសជតជ
cyc

a b c aT
b c a c a b a b c b c a

= + + =
+ − + − + − + −∑    

េដស a ,b ,c  ជ្ិរជរំ្ិបេីេេន 
b c a 0
c a b 0
c a b 0

+ − >
 + − >
 + − >

 

តម Lemma Cauchy-Schwarz : 

2 2

2 2 2 2
cyc

a (a b c)T
ab ac a 2(ab bc ca) (a b c )

+ +
= ≥

+ − + + − + +∑  

េដស 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +  

េន 2 2 2ab bc ca 2(ab bc ca) (a b c ) 0+ + ≥ + + − + + >  

េគទ 
2 2

2 2 2

(a b c) (a b c)
2(ab bc ca) (a b c ) ab bc ca

+ + + +
≥

+ + − + + + +
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េហ និេំ 
2 2 2 2(a b c) a b cT 2

ab bc ca ab bc ca
+ + + +

≥ = +
+ + + +

 

នឲំ្ 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

ab bc ca a b c ab bc caT 2 4
a b c ab bc ca a b c

+ + + + + +
+ ≥ + + ≥

+ + + + + +
 

េ្ព 
2 2 2

2 2 2

a b c ab bc ca 2
ab bc ca a b c

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 (តមត ពមមព AM-GM) 

នូីេំ 2 2 2

a b c ab bc ca 4
b c a c a b a b c a b c

+ +
+ + + ≥

+ − + − + − + +
  ។ 
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លហំតទី១១ 

េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ ។ ីូរ្រស ថ 

2 2 2 2 2 2

a(b c) b(c a) c(a b) 3 2
bc(b c ) ca(c a ) ab(a b )

+ + +
+ + ≥

+ + +
  ។ 

ដំេណា្្រ 

េសជ�ំ 2 2 2 2 2(b c) (b c ) 2bc 2 2bc(b c )+ = + + ≥ +  

េគទ 
2 2

a(b c) a2 2.
b cbc(b c )

+
≥

++
 

នឲំ្ 
2 2

cyc cyc

a(b c) a2 2 3 2
b cbc(b c )

+
≥ ≥

++
∑ ∑  

េ្ព  
cyc

a 3
b c 2

≥
+∑   ( េមែែំហិ�ទប២) ។ 

នូីេំ 
2 2 2 2 2 2

a(b c) b(c a) c(a b) 3 2
bc(b c ) ca(c a ) ab(a b )

+ + +
+ + ≥

+ + +
  ។ 
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លហំតទី១២(Spain  Mathematical Olympiad 2011) 

េគឲ្ a ,b ,c  ជាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ ។ ីូរ្រស ថ 

2 2 2

a b c ab bc ca 5
b c c a a b a b c 2

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 

ដំេណា្្រ 

េដសេ្ាត ពមមព Cauchy-Schwarz េសជេំ ថ 

2 2 2 2 2

cyc cyc

a a (a b c) a b c1
b c a(b c) 2(ab bc ca) 2(ab bc ca)

+ + + +
= ≥ = +

+ + + + + +∑ ∑  

តមត ពមមព AM-GM េគ�ំ ថ 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c ab bc ca ab bc ca 3
ab bc ca a b c a b c

+ + + + + +
+ + ≥

+ + + + + +
 

ឬ 
2 2 2

2 2 2

a b c ab bc ca 3
2(ab bc ca) a b c 2

+ + + +
+ ≥

+ + + +
 

េគទ 2 2 2
cyc

a ab bc ca 3 51
b c a b c 2 2

+ +
+ ≥ + =

+ + +∑  

នូីេំ 2 2 2

a b c ab bc ca 5
b c c a a b a b c 2

+ +
+ + + ≥

+ + + + +
  ។ 
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លហំត់អនវតអន 

១-ីំេព្គា�ី ំំ នំពពិ  x ,y ,z  េកឡ�ជផឡ ិ� x y z 1+ + =  ីូរ្រសថ 

 2 2 2

x y z 9
x 1 y 1 z 1 10

+ + ≤
+ + +

  ។ 

២-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ានែ ab bc ca 1+ + =   ។ ីូរារ  ថ 

 1 1 1 1 2
a b b c c a a b c

+ + − ≥
+ + + + +

 

៣-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ានែ a b c 1+ + =   ។ ីូរារ  ថ 

 
2 2 2

a b c 3
2a b b c c a

+ + ≤
+ + +

 

៤-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ។ ីូរារ  ថ 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2a b c a b b c c a

b c a 2 2 2
+ + +

+ + ≥ + +  

៥-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ។ ីូរារ  ថ 

2 2 2

a b c 2 1 1 1(ab bc ca)
b c c a a b 3 (a b) (b c) (c a)

 
+ + ≥ + + + + + + + + + + 
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៦-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ។ ីូរារ  ថ 

 a b c 3
5a 2b c a 5b 2c 2a b 5c 8

+ + ≤
+ + + + + +

 

៧-េគឲ្ x ,y ,z 0>   ។ ីូរារ  ថ 

   
2 2 2x(y z) y(z x) z(x y) 4 3xyz(x y z)

3x 2y 2z 2x 3y 2z 2x 2y 3z 7
+ + +

+ + ≥ + +
+ + + + + +

 

៨-េគឲ្ x ,y ,z 0>  ានែ 2 2 2x y z 1+ + =   ។ ីូរារ  ថ 

 x y y z z x 9(x y z)( )
1 xy 1 yz 1 zx 2
+ + +

+ + + + ≤
+ + +

 

៩-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ។ ីូរារ  ថ 

 a b c a b c 1 1 1( )( ) 3 2
b c c a a b 2 a b c

+ +
+ + + + + ≥

+ + +
 

១០-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ានែ 3abc x= ។ ីូរារ  ថ 

    2

a b c 3x
1 a bc 1 b ca 1 c ab 1 x x

+ + ≥
+ + + + + + + +
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១១-េគឲ្ x ,y ,z 0>  ។ ីូរារ  ថ 

   x y z 4xyz 2
y z z x x y (x y)(y z)(z x)

+ + + ≥
+ + + + + +

 

១២-េគឲ្ a ,b ,c 0>   ។ ីូរារ  ថ 

   
2 2 2

4 2 2 4 4 2 2 4 4 2 2 4

a(b c) b(c a) c(a b) 4(a b c)
b b c c c c a a a a b b

+ + +
+ + ≤ + +

− + − + − +
 

១៣-េគឲ្ a ,b ,c 0>  ានែ abc 1=  ។ ីូរារ  ថ 

    
2 2 2a b c 3

1 ab 1 bc 1 ca 4
     + + ≥     + + +     

 

                                         (Spain Mathematical Olympiad 2009) 

១៤-េគឲ្ាបីំ នំំពពិ ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c   ។ ីូរ្រស ថ 

   a b 3c a 3b c 3a b c 15
3a 3b 2c 3a 2b 3c 2a 3b 3c 8

+ + + + + +
+ + ≥

+ + + + + +
 

                                         (Spain Mathematical Olympiad 2010) 
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ជំពូកទី២ 

សមីកេ់អនុមអន 

លហំត 

១-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f (x)  េដសនឹជ ថ 

   2

x 1 2 4f ( ) 1
x x x
+

= + +   ីំេព្គា�ី ំំ នំពពិ  x 0≠  ។ 

២-ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

    
2 4x f (x) f (1 x) 2x x+ − = −  ីំេព្គា� x IR∈  ។ 

៣-ីូរ�េំិ�រ�ង នំគមំន f (x)  ំពជ g(x) េដសនឹជ ថ 

   
2

f (3x 1) g(6x 1) 3x
f (x 1) x.g(2x 3) 2x x

− + − =


+ + + = +  

   
ីំេព្គា� x IR∈  ។ 

៤-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

    f (x y) x f (y)+ = +  ីំេព្គា� x ,y IR∈  ។ 
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៥-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

    f (x y) f (x y) 4xy+ − − =  ីំេព្គា� x,y IR∈  ។ 

៦-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

    f (x)f (y) f (xy) x y= + +  ីំេព្គា� x,y IR∈  ។ 

៧-ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : Q Q+ +→  េដសនឹជ ថ 

    

y f (y)f (x ) f (x) 2y
x f (x)

+ = + +  ីំេព្គា� x,y Q+∈  ។ 

៨-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

    f (xf (y) x) xy f (x)+ = +  ីំេព្គា�ី ំំ នំពពិ  x  ំពជ y ។ 

៩-េគឲ្ង នំគមំន f  �ំេិ�ី ំេព្គា�ី ំំ នំពពិ េហសេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

    f (x) x≤   ំពជ f (x y) f (x) f (y)+ ≤ +  ីំេព្គា�ី ំំ នពពិ  x,y  ។ 

    ីូរ្រស f (x) x=  ីំេព្គា�ី ំ នំំពពិ  x  ។ 
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១០-េគតជ Q+  ជំេនំ រំីំំ នំំពទំត ពិ ជ�ំ ។  

     ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : Q Q+ +→  េាេគនឹជ     

     f (x 1) f (x) 1+ = + ំពជ 3 3f (x ) f (x)=   ីំេព្គា� x Q+∈  ។ 

១១-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

     f (f (x y)) f (x y) f (x)f (y) xy+ = + + −  ីំេព្គា� x,y IR∈  ។ 

១២-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

      
2f (x f (y)) y xf (x)+ = +  ីំេព្គា� x ,y IR∈  ។ 
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ដំេណា្្រ 

 

លហំតទី១ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f (x)  េដសនឹជ ថ 

2

x 1 2 4f ( ) 1
x x x
+

= + +   ីំេព្គា�ី ំ នំំពពិ  x 0≠  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�រ�ង នំគមំន f (x)  

េគ�ំ 2

x 1 2 4f ( ) 1 (1)
x x x
+

= + +    

តជ x 1t
x
+

=  នឲំ្ 1x
t 1

=
−

 ិំ នំ��នជ (1) េគេំ ថ 

2 2f (t) 1 2(t 1) 4(t 1) 4t 6t 3= + − + − = − +  

នូីេំ 2f (x) 4x 6x 3= − +   ។ 
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លហំតទី២ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

2 4x f (x) f (1 x) 2x x+ − = −  ីំេព្គា� x IR∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�រ�ង នំគមំន f (x)  

េគ�ំ 2 4x f (x) f (1 x) 2x x+ − = −   (1) 

ិំ នំ x  េដស 1 x−  ��នជ (1) េគេំ ថ 

2 4(1 x) f (1 x) f (x) 2(1 x) (1 x) (2)− − + = − − −  

តម (1) េគទ 4 2f (1 x) 2x x x f (x) (3)− = − −  

ស� (3) ិំំ ន��នជ (2) េគេំ ថ 

2 4 2 2 4(1 x) (2x x ) x (1 x) f (x) f (x) 2(1 x) (1 x)− − − − + = − − −  

ានឡ ា�ពបគេនម�េគទទនែេំ 2f (x) 1 x= −  ។ 
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លហំតទ៣ី 

ីូរ�ំេិ�រ�ង នំគមំន f (x) ំពជ g(x) េដសនឹជ ថ 

 
2

f (3x 1) g(6x 1) 3x
f (x 1) x.g(2x 3) 2x x

− + − =


+ + + = +
 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�រ�ង នំគមំន f (x) ំពជ g(x)  

2

f (3x 1) g(6x 1) 3x (1)
f (x 1) x.g(2x 3) 2x x (2)

− + − =


+ + + = +
 

-ស� 3x 1 t− =   ឬ t 1x
3
+

=   និ��នជ (1)  េគេំ ថ 

f (t) g(2t 1) t 1 (3)+ + = +  

-ស� x 1 t+ =  ឬ x t 1= −   និ��នជ (2)  េគេំ ថ 

2f (t) (t 1)g(2t 1) 2t 3t 1 (4)+ − + = − +  

-ន�មបី រ (() ំពជ (3) ងជ�ំពជងជ�េគេំ ថ 

2(t 2)g(2t 1) 2t 4t 2t(t 2)− + = − = −   
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នឲំ្ g(2t 1) 2t+ =   ានែ t 2≠  

នូីេំ g(x) x 1= −   ។ 

តម (3) េគទ f (t) t 1 g(2t 1) t 1 2t t 1= + − + = + − = − +  ។ 

នូីេំ f (x) x 1= − +   ។ 

-ម្បជេទេិីំេព x 1=  មបី រ (1) ំពជ (2) កី សជ ថ 

 f (2) g(5) 3+ =  នឲំ្ f (2) a , g(5) 3 a (a IR)= = − ∈  

រនាម�េគេំីេមកស  f (x) x 1 , g(x) x 1= − + = −  

ំពជ f (2) a , g(5) 3 a (a IR)= = − ∈   ។ 
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លហំតទី៤ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

f (x y) x f (y)+ = +  ីំេព្គា� x ,y IR∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ង នំគមំន f  

េគ�ំ f (x y) x f (y) (1)+ = +  

ិំ នំ x u ,y v= =  ��នជ (1)េគេំ f (u v) u f (v) (2)+ = +  

ិំ នំ x v,y u= =  ��នជ (1) េគេំ f (v u) v f (u) (3)+ = +  

កឡឹម (2) ំពជ (3) េគទទនែេំ u f (v) v f (u)+ = +  

េគទ f (u) u f (v) v− = −  នឲំ្ f (x) x−  ជង នំគមំនេេរ 

េគេំ f (x) x c− =  ឬ f (x) x c= +  

នូីេំ f (x) x c= +  ្គា�ី ំំ នំេេរ c ។ 
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លហំតទី៥ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

f (x y) f (x y) 4xy+ − − =  ីំេព្គា� x,y IR∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ង នំគមំន f  

េគ�ំ f (x y) f (x y) 4xy+ − − =  (1) 

តជ x y u+ =  ំពជ x y v− =  េន u v u vx ,y
2 2
+ −

= =  

ទំន��ទំំ ជ(1) កី សជ 2 2f (u) f (v) u v− = −  

េគទ 2 2f (u) u f (v) v− = −  

នឲំ្ 2f (x) x−   ជង នំគមំនេេរ្គា� x IR∈  

េគេំ 2f (x) x c− =  ឬ 2f (x) x c= +  

នូីេំ 2f (x) x c= +  ្គា�ី ំំ នំេេរ c ។ 
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លហំតទី៦ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

f (x)f (y) f (xy) x y= + +  ីំេព្គា� x,y IR∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ង នំគមំន f  

េគ�ំ f (x)f (y) f (xy) x y= + +   (1) 

ស� x y 0= =  និ��នជ (1) េគេំ 2f (0) f (0)=  

នឲំ្ f (0) 0=  ឬ f (0) 1=   ។ 

ស� y 0=  និ��នជ (1) េគេំ f (x).f (0) f (0) x= +  

-ីំេព f (0) 0=  េគេំ f (x) 0 x× =  (មពំ អី) 

-ីំេព f (0) 1=  េគេំ f (x) 1 x= +  

-ស� f (x) x 1= +  និ (1): (x 1)(y 1) (xy 1) x y+ + = + + + Bti  

នូីេំ f (x) x 1= +   ។ 
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លហំតទ៧ី 

ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : Q Q+ +→  េដសនឹជ ថ 

y f (y)f (x ) f (x) 2y
x f (x)

+ = + +  ីំេព្គា� x,y Q+∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ង នំគមំន f  

េគ�ំ y f (y)f (x ) f (x) 2y (*)
x f (x)

+ = + +  

ស� (x,y) {(1,1),(1,2),(2,2)}=  ិំ នំ��នជ (*)  េគេំ ថ 

f (2) f (1) 3
f (2)f (3) f (1) 4
f (1)

f (3) f (2) 5

 = +
 = + +

 = +

 

ានឡ ា�ពបេដ្រសេគេំ f (1) 1 , f (2) 4 , f (3) 9= = =  

តមែទទកែេំេសជឧា� 2f (n) n=  ីំេព្គា� n IN∈  

េសជំឹជ្រស 2f (n 1) (n 1)+ = +  ។ 
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ស� x y n= =  ិំ នំ��នជ (*)  េគេំ f (n 1) f (n) 1 2n+ = + +  

េដស 2f (n) n=  េគេំ 2 2f (n 1) n 1 2n (n 1)+ = + + = + ពពិ ។ 

េសជំឹជ្រស 2f (x) x x Q+= ∀ ∈  ជីេមកសាិមនសគិ�រា� 

មបី រ ។ 

-ស� x n ,y m= =  ្គា� m,n IN∈  និ��នជ (*)  េគេំ ថ 

2
2

2

m f (m) mf(n ) f (n) 2m n 2m (1)
n f (n) n

+ = + + = + +  

-ស� mx ,y m
n

= = ្គា� m,n IN∈  និ��នជ (*)  េគេំ ថ 

2m m f(m) m mf( n) f ( ) 2m f( ) 2m (2)m mn n nf ( ) f ( )
n n

+ = + + = + +  

កឡឹម (1) ំពជ (2) េគទេំ ថ 

2 2
2

2

m m mf( ) nmn nf ( )
n

+ = +   ឬ 
2 2

2

m m n[f ( ) ][1 ] 0(**)mn n f ( )
n

− − =  
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តជ p Q
q

+∈   ានែ p IN∈  ំពជ q IN∈  ។  

-េា 
2q1 0pf ( )
q

− ≠  េនតម (**) ស� m p,n q= =  េគទេំ 

22

2

p p pf ( )
q q q

 
= =  

 
។ 

នូីេំ 2f (x) x , x Q+= ∀ ∈   ។ 

-េា 
2q1 0pf ( )
q

− =  េន 
2 2f (2q) 4q q 12p p pf ( ) f ( ) f ( )

2q q q

= ≠ =   

តម (**) ស� m 2p,n 2q= =  េគទេំ 
22

2

p 2p (2p) pf ( ) f ( )
q 2q (2q) q

 
= = =  

 
 

នូីេំ 2f (x) x , x Q+= ∀ ∈   ជីេមកសាិមនសគិ�ានែេកឡ�ជផឡ ិ�។ 
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លហំតទី៨ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

f (xf (y) x) xy f (x)+ = +  ីំេព្គា�ី ំ នំំពពិ  x  ំពជ y ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ង នំគមំន f : 

េគ�ំ f (xf (y) x) xy f (x) (*)+ = +  

-ស� x 1 , y 1 f (1)= = − −  និ��នជ (*)  េគេំ ថ 

 f (f ( 1 f ( 1)) 1) 1 f (1) f (1) 1− − − + = − − + = −   

តជ a f ( 1 f ( 1)) 1= − − − +  េន f (a) 1= −  

-ស� y a=  និ��នជ (*)  េគេំ ថ 

 f (xf (a) x) ax f (x)+ = +   េដស f (a) 1= −  

f ( x x) ax f (x)− + = +   ឬ f (x) ax b= − +   ានែ b f (0)=  
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ស� f (x) ax b= − +  ិំ នំ��នជមបី រ (*)  េគេំ ថ 

2a xy abx ax b xy ax b− − + = − +  

េគទ 
2a 1

b 0
 =


=
   ឬ  

a 1
b 0
= ±

 =
 

នូីេំ f (x) x=   ឬ  f (x) x= −   ។ 
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លហំតទី៩ 

េគឲ្ង នំគមំន f  �េំិ�ី ំេព្គា�ី ំ នំំពពិ េហសេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

f (x) x≤   ំពជ f (x y) f (x) f (y)+ ≤ +  ីំេព្គា�ី ំ នំពពិ  x,y  ។ 

ីូរ្រស f (x) x=  ីំេព្គា�ី ំ នំំពពិ  x  ។ 

ដំេណា្្រ 

្រស f (x) x=    

-ីំេព x 0,y 0= =  េគេំ f (0) 0≤   ំពជ f (0 0) f (0) f (0)+ ≤ +  

ឬ f (0) 0≥  នឲំ្ f (0) 0=  ។ 

-ិំ នំ y x= −  េគេំ f (x x) f (x) f ( x)− ≤ + −  ឬ f (x) f ( x) 0+ − ≥  

ាិេគ�ំ f (x) x≤  េន f (x) f ( x) x x 0+ − ≤ − =  

េគទេំ f (x) f ( x) 0+ − =  ឬ f (x) f ( x)= − −  ីំេព x IR∈  

េដស f ( x) x− ≤ −  េន x f ( x) f (x)≤ − − =   ំពជ f (x) x≤  

នូីេំ f (x) x=  ីំេព្គា�ី ំំ នំពពិ x  ។ 
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លហំតទី១០ 

េគតជ Q+  ជំេនំ រំីំ នំំំពទំត ពិ ជ�ំ ។  

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : Q Q+ +→  េាេគនឹជ f (x 1) f (x) 1+ = +  

ំពជ 3 3f (x ) f (x)=   ីំេព្គា� x Q+∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ង នំគមំន f : 

តមមមព f (x 1) f (x) 1+ = +  េគទេំ f (x n) f (x) n+ = +  

ីំេព្គា� n IN∈  ។ 

តជ p Q
q

+∈   ានែ p,q IN∈  េហសស� pt f ( )
q

=  

ិំ នំ 2px q
q

= + ��នជមមព 3 3f (x ) f (x)=  េគេំ ថ 

3 3
2 3 2 2

2 3 3 2 2 4 6

p p pf[( q ) ] f ( q ) f ( ) q
q q q

(t q ) t 3t q 3tq q (1)

   
+ = + = +   

   
= + = + + +
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េដសេគ�ំ ថ 

 

3
2 3 2 3 6

3

3
2 3 6

3

3 2 3 6

3 2 3 6

p pf[( q ) ] f ( 3p 3pq q )
q q

pf ( ) 3p 3pq q
q
pf ( ) 3p 3pq q
q

t 3p 3pq q (2)

+ = + + +

= + + +

= + + +

= + + +

 

កឡឹម (1) ំពជ (2) េគេំមបី រ ថ 

2 2 4 2 3

2 2 4 2 3

2 2 2 4 3

3

3

3t q 3tq 3p 3pq
t q tq p pq
(t q p ) (tq pq ) 0
(tq p)(tq p) q (tq p) 0
(tq p)(tq p q ) 0

+ = +

+ = +

− + − =

− + + − =

− + + =

 

េគទឬ pt
q

=   ឬ  
3p qt

q
+

= −   ាិ t Q+∈   

នូីេំមបី រ�ំឬាិមនសគយ 
pt
q

=  េហសេដស pt f ( )
q

=  

នូីេំ f (x) x , x Q+= ∀ ∈   ។ 
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លហំតទី១១ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

f (f (x y)) f (x y) f (x)f (y) xy+ = + + −  ីំេព្គា� x,y IR∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ង នំគមំនf : 

េគ�ំ f (f (x y)) f (x y) f (x)f (y) xy (1)+ = + + −   

-ស� y 0=  និ��នជ (1)េគេំ f (f (x)) (1 f (0))f (x) (2)= +  

-ិំ នំ x  េដស x y+  ��នជ (2) េគេំ ថ 

 f (f (x y)) (1 f (0))f (x y) (3)+ = + +  

កឡឹម (1) ំពជ (3) េគេំ 

(1 f (0))f (x y) f (x y) f (x)f (y) xy+ + = + + −  

ឬ f (0)f (x y) f (x)f (y) xy (4)+ = −  

-ស� y 1=  និ��នជ (4)  េគេំ f (0)f (x 1) f (x)f (1) x (5)+ = −  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័48 

 

-ស� y 1= −  ��នជ (4)  េគេំ f (0)f (x 1) f (x)f ( 1) x− = − +  

នឲំ្ f (0)f (x) f (x 1)f ( 1) x 1 (6)= + − + +  

តម (() ំពជ (() េគេំ្ាពំ័ព 
f (0)f (x 1) f (x)f (1) x
f ( 1)f (x 1) f (0)f (x) x 1

+ − = −
 − + − = − −

 

េដ្រសាំេិ� f (x 1)+  េគេំមបី រ ថ 

2[f (0) f (1)f ( 1)]f (x) [f (0) f ( 1)]x f (0) (7)− − = − − +  

េា 2f (0) f (1)f ( 1) 0− − =  ស� x 0=  និ��នជ (7) េគេំ f (0) 0=  

េហសតម (() េគេំ f (x)f (y) xy=  េន f (x)f (1) x=  ្គា� x IR∈  

េហ និេំីំេព x 1= −  េគេំ f ( 1)f (1) 1− = −   

ាបនា ពំ 2f (0) f (1)f ( 1) 1 0− − = ≠  វកឡនសពបី រឧា�ពជេែានែឲ្
2f (0) f (1)f ( 1) 0− − =  ។ 

េហ និេំិរមក 2f (0) f ( 1)f (1)− − មពំ អីេសូំ្េទ ។  

តម (() េគទេំ  f (x) ax b= +   
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ានែ 2

f (0) f ( 1)a
f (0) f ( 1)f (1)

− −
=

− −
 ំពជ 2

f (0)b
f (0) f ( 1)f (1)

=
− −

 ។ 

ិំ នំ f (x) ax b= +  ��នជមបី រេនម (1) េគេំ ថ 

2 2 2 2

2 2 2 2

f (a(x y) b) a(x y) b (ax b)(ay b) xy
a[a(x y) b] b a(x y) b (ax b)(ay b) xy
a x a y ab b ax ay b a xy abx aby b xy
a x a y ab (a 1)xy (a ab)x (a ab)y b

+ + = + + + + + −
+ + + = + + + + + −

+ + + = + + + + + + −

+ + = − + + + + +

 

េគទ 

2

2

2

a 1 0
a a ab
ab b

 − =


= +
 =

  នឲំ្ a 1 , b 0= =  

នូីេំ f (x) x=   ្គា� x IR∈   ។ 
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លហំតទី១២ 

ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជ ថ 

2f (x f (y)) y xf (x)+ = +  ីំេព្គា� x ,y IR∈  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�រ�ង នំគមំនf : 

េគ�ំ 2f (x f (y)) y xf (x) (*)+ = +   

ស� x 0=  េគេំ f (f (y)) y (1)=  ្គា� y IR∈  

ិំ នំ y  េដស 2x f (y)+  ��នជ (1) េគេំ ថ 

2 2f (f (x f (y))) x f (y) (2)+ = +  

តម (*)  ំពជ (2) េគទេំ 2f (y xf (x)) x f (y) (3)+ = +  

ិំ នំ x  េដស f (x)  ��នជ (3) េគេំ ថ 

2

2

f (y f (x)f (f (x))) f (x) f (y)
f (y xf (x)) f (x) f (y) (4) ( f (f (x)) x )

+ = +

+ = + =eRBaH  

តម (3) ំពជ (() េគទេំ 2 2f (x) x (5)=  
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ិំ នំ y  េដស f (y) ��នជ (*)  េគេំ ថ 

( ) ( )

2

2

2 22

2 2 2 2 2

4 2 2 2 4

2

f (x f (f (y))) f (y) xf (x)
f (x y) f (y) xf (x)

f (x y) f (y) xf (x)

(x y) f (y) 2xf (x)f (y) x f (x)
x 2x y y y 2xf (x)f (y) x

2x y 2xf (x)f (y)

+ = +

+ = +

+ = +

+ = + +

+ + = + +

=

 

េគទ f (x)f (y) x y (6)=  

តម (() េគេំ f (x) x=   ឬ  f (x) x= −  ។ 

-េា f (x) x=  េនតម (6)  េសជេំ f (y) y y IR= ∀ ∈  

នូីេំ f (x) x x IR= ∀ ∈   ។ 

-េា f (x) x= −  េនតម (6)  េគេំ f (y) y y IR= − ∀ ∈  

នូីេំ f (x) x=  ឬ  f (x) x x IR= − ∀ ∈   ។ 
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លហំត់អនវតអន 

១-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  ានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

 f (x y)f (f (x) y) xf (x) y f (y)+ − = −  ីំេព្គា� x,y IR∈  ។ 

២-ង នំគមំន f (x)  �េំិ�្ គា� x 0;1≠  ។  

 ីូរេដ្រសមបី រង នំគមំន 1f (x) f ( ) x
1 x

+ =
−

    

៣-ីូរ�ំេិ�្ គា�ី េមកសរំ f (x y) f (x y) f (x)cos y+ + − =  

៤-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំនជា�ានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

 f (x y) f (x) f (y) xy(x y)+ = + + +  

៥-េគ�ំ f : IN IN→  ជង នំគមំនេកឡ�ជផឡ ិ� f (n 1) f[f (n)]+ >  

 ីំេព្គា� n  ។  

 ីូរារ  f (n) n= ីំេព្គា� n  ។ 

៦-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំនជា�ានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

 f (x y) f (x) f (y) f (x)f (y)+ = + +   ។ 
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៧-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំនានែេកឡ�ជផឡ ិ�ី ំេព្គា� x ,y IR :∈  

 xf (y) y f (x) (x y)f (x)f (y)+ = +   ។ 

៨-េគឲ្ f : IN IN  េដសនឹជ f (n) f (f (n)) 6n+ =  ្គា� n IN∈  

 ីូរ�ំេិ� f (n) ។ 

៩-�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : Q Q+ +
  េដសនឹជ ថ 

 f (x 1) f (x) 1+ = +  ំពជ 2 2f (x ) f (x)=  ្គា� x Q+∈  ។ 

១០-�េំិ�្ គា�ង នំគមំនានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

   3x f (x) f (1 x) x x+ − = −   ្គា� x IR∈  

១១-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំនជា�ានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

   2f (x.f (x) f (y)) f (x) y+ = +   ្គា� x,y IR∈  

១២-�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : Q Q+ +
  េដសនឹជ ថ 

   f (x)f (x f (y))
y

=  ីំេព្គា� x,y Q+∈  
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១៣-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំនានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

    2 2f (x f (y)) y f (x)+ = +                                  (IMO 1992) 

១៤-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំនានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

    f (x f (y)) f (f (y)) xf (y) xf (y) f (x) 1− = + + + −  ្គា�x,y IR∈                                 

                                                                          (IMO 1999) 

១៥-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំនានែេកឡ�ជផឡ ិ� ថ 

    (f (x) f (y))(f (u) f (v)) f (xu yv) f (xv yu)+ + = − + +       

                                                                         (IMO 2002) 

១៦-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR  េដសនឹជ ថ 

  2f (x f (x y) ) f (y f (x)) x+ = + ្គា�x,y IR∈                                 

                                                            (IMO 2009 Shortlist) 

១៧-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR+ +
  េដសនឹជ ថ 

  f (xf (y)) y f (x)= ្គា�x,y IR+∈  ំពជ x : f (x) 0→∞ →  ។                               

                                                                           (IMO 1993) 
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១៨-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR  េដសនឹជ ថ 

  f (x f (y)) f (x y) f (y)+ = + +   ្គា�x,y IR∈    ។ 

១៩-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR  េដសនឹជ ថ 

  f (xf (y) f (x)) 2f (x) xy+ = +   ្គា�x,y IR∈    ។ 

២០-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR  េដសនឹជ ថ 

  2f ( f (x) y) f (x y) 4y f (x)+ = − +  ្គា�x,y IR∈  ។ 

២១-េគ�ំង នំគមំន f : IR IR  េដសនឹជ ថ 

  3 3 2 2f (x y ) (x y)[f (x) f (x)f (y) f (y)]+ = + − + ្គា�x,y IR∈   

 ីូរ្រស f (1996x) 1996f (x)=  ្គា� x IR∈  ។ 

២២-ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR [0, )+∞  េដសនឹជ ថ 

  2 2 2 2f (x y ) f (x y ) f (2xy)+ = − +  ្គា�x,y IR∈  ។ 

២៣-ង នំគមំន f  �ំេិ�្ គា�ី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំានែ f (1) 1=  ំពជ 

 2n 1 : f (1) f (2) ... f (n) n f (n)∀ > + + + =  ។ ីូរ�ំេិ� f (2002) 
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ជំពូកទ៣ី 

្ទទសតីី ំអនអ 

 

លហំត 

១-(APMO 2011)   េគឲ្ a ,b ,c  ជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ ។  

 ីូរារ ីំ នំំាប 
2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +  មពំ អីជ 

 ីេរ្េ�នទជំង� ។ 

២-(Eötvös Competition 1899) 

ីូរ្រសាយជ �� n n n n2903 803 464 261− − +  

ាី�ដី�ំ ឹជ 1897 ជំព ចីីំេព្គា�ី ំំ នំគិ�ពមសជិព n  ។ 

៣-(IMO 198()   េគតជ d  ជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំានពប 2, 5  ឬ 13   

ីូរារ េគអីរ�ិរមកានរ�  a ,b  មនសេន��នជំេនំ  

{ 2,5,13,d}  ានែ ab 1−  មពំ ាមំជីេរ្េ�ន ។ 
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៤-(IMO 1998) 

ីូរ�េំិ�្ គា�គូរំីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ (x ,y)  េដសនឹជ 2x y x y+ +   

ាី�ដី�ំ ឹជ 2xy y 7+ +   ។ 

៥-(IMO 2003) 

ីូរ�ំំ ិ�្ គា�គូិរមកគិ�ត ពិ ជ�ំ (a , b )  េាេគនឹជីំំ នំ 

     

2

2 3

a
2ab b 1− +

 ជីំំ នំគិ� ត ពិ ជ�ំានរ ។ 

៦-(IMO 1961) 

ីូរ�ំំ ិ�្ គា�គូិរមកគិ� m , n 3≥  េាេគនជឹីំេព្គា� 

ីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ a   េគ�ំ  
m

n 2

a a 1
a a 1

+ −
+ −

 ជីំ នំំគិ� ។ 

៧-(IMO 1997) 

េគឱ្ពបី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ  a  ំពជ b  ។ េពែានែ 2 2a b+ ាី�ំជឹ 

a b+ េនេគេំកែាី� q  ំពជំេែ� r  ។  

ីូរ�ំេិ�្ គា�គូ (a , b )  េដសនឹជ 2q r 1977+ =  ។ 
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៨-(IMO 1960) 

េគឱ្ N  ជីំំ នំ�ំេែាាបាឡជ� ។  
េគនឹជ N  ាី�ដី�ំ ឹជ 11  េហស N ាី�ំឹជ 11 េំកែាី� 
េសំឹជកែាូ�ីេររំេែាាឡជ�រា� N  ។ 

ីូរ�េំិ�េែាទជំាបាឡជ�រា� N  ? 
៩-(IMO 1978) 

េគឱ្ីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ m  ំពជ n  ានែ 1 m n≤ <   ។ 

ីូរ�េំិ�ិ រមកិូីាកំនិរំ m n+  េនម្បឱ្ីំ នំំ m1978  ំពជ n1978

�ំេែាាបាឡជ�ី នជេ្ីសាំកនិនូីរ� ? 
១០-(IMO 19(2) 

ីូរ�ំេិ�ី ំ នំំគិ�ពមសជិពិ ូីាំកនិ n  េដសនឹជ 

��នជ្ាព ពំេ័ននប�ប ែ� n �ំេែា 6  ជេែា នីជេ្ីសាំកនិ ។ 

េាេគែនាេែា 6  នីជេ្ីសេនេងែេហសស�េយរេរ 
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ពបពជមនារំេែាានែេនែ�េនេគេំីំ នំំមនសេទេិេសំឹជ 4  

នជរំីំំ នំេនម n  ។ 

១១-(IMO 1967) 

េគឱ្ k , m , n  ជីំំ នំគិ�ពមសជិពេដសនឹជ m k 1+ +   

ជីំំ នំ ាេមពជំជ n 1+  ។ េគស� sc s(s 1)= +  ។  

ីូរ្រសកែគនេ  ថ  

m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −  

ាី�ដី�ំ ឹជកែគនេ 1 2 3 nc .c .c ...c   ។ 
១២-(IMO 2005) 

េគឱ្សងបិ 1 2 3a ,a ,a , ...   �ំេិ�េដស n n n
na 2 3 6 1= + + −  

ីំេព្គា�ី ំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ n  ។ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំានែាលមេយំឹជ្គា�ិ នរំងនបិ ។ 
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១៣-(IMO Shortlist 2003) 

ីូរ�ំេិ�ី ំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ k ិូីជជេគ េដសនឹជ�ំីំំ នំគិ�  

1 2 3 kx ,x ,x , ...., x  ានែ 3 3 3 2002
1 2 kx x ..... x 2002+ + + = ។ 

១៤-(IMO 1976) 

េគឱ្សងបិ n(u )  �ំេិ�េដស  ថ  

2
0 1 n 1 n n 1 1

5u 2 , u ,u u (u 2) u
2 + −= = = − −  ីំេព n 1,2, ...=  

ារ ីំេព្គា�ី ំំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ n  េគ�ំ
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=        

( ានែ x    តជជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំិូីជជ  x  ) 

១៥-(IMO 2010) 

ីូរ�ំេិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជមមព  

( )f x y f (x) f (y)=       ពពិ ជំព ចី្គា� x , y IR∈ ។ 

( a    តជឱ្ាក��គិ�រំ a  ) ។   
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១៦-(IMO 1984) 

ីូរ�ំេិ�គូមនសរំីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ a ,b  េដសនឹជ  ថ  

(i) : ab(a b)+  ាី�មពំ ដី�ំ ជឹ 7   

7 7 7(ii) : (a b) a b+ − −  ាី�ដី�ំ ឹជ 77   ។ 
១៧-(Russia 2001) 

េគឱ្ a  ំពជ b  ជីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំានរ�  ។ 

េគនឹជ )ba(a b + ាី�ដី�ំ ឹជ 
22 ba ba ++  ។ 

ីូរ្រស 
3 a|ba| >−  ? 

១៨-េគឱ្ n  ជីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំេដសនឹជ 22 2 28n 1+ +  

ជីំំ នំ គិ�។ 

ីូរ្រស 22 2 28n 1+ +  ជីេរ្េ�នរំីំំ នំគិ�មនស។ 
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១៩-ីូរារ ីំេព្គា�ី ំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ n  ីំ នំំ n 33 n+  

ាី�ដី�ំ ឹជ 7  ែន្តាិ n 33 n 1+  ាី�ដី�ំ ឹជ 7  ។ 
២០-(IMO 1959) 

ីូរ្រសាយជ ��  21n 4
14n 3

+
+

  

ជ្ាមគ្មសែមពំ េំ្គា�ី ំំ នំគិ�ពមសជិព n  ។ 
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លហំតទី១ (APMO 2011) 

េគឲ្ a ,b ,c  ជីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ ។  

ីូរារ ីំ នំំាប 2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +  មពំ អីជ 

ីេរ្េ�នទជំង� ។ 

ដំេណា្្រ 

េា  2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +  នទទាិជីេរ្េ�ន 

េន្គា�ី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ a ,b ,c  េគ�ំ 

2 2

2 2

2 2

a b c (a 1)
b c a (b 1)
c a b (c 1)

 + + ≥ +


+ + ≥ +
 + + ≥ +

 

ាូ�ត ពមបី រាបេំងជ� ំពជ ងជ�េគេំ ថ 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c 2a 2b 2c (a 1) (b 1) (c 1)
a b c 2a 2b 2c a b c 2a 2b 2c 3

+ + + + + ≥ + + + + +

+ + + + + ≥ + + + + + +
 

                                    0 3≥  មពំ ពពិ  

នូីេំាបីំំ នំ 2 2 2a b c ,b c a ,c a b+ + + + + +   មពំ អីជ   

ីេរ្េ�នទជំង� ។ 
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លហំតទី២ (Eötvös Competition 1899) 

ីូរ្រសាយជ �� n n n n2903 803 464 261− − +  

ាី�ដី�ំ ឹជ 1897 ជំព ចីីំេព្គា�ី ំំ នំគិ�ពមសជិព n  ។ 

ដំេណា្្រ 

េគ�ំ 1897 7 271= ×   ានែ GCD(7,271) 1= ។  

េគ�ំ  n n
1 12903 803 (2903 803)q 7 300q− = − = ×   

                  
n n

2 2464 261 (464 261)q 7 29q− = − = ×  

េគេំ n 2 n n
1 22903 803 464 261 7(300q 29q )− − + = −   

នឱំ្ n n n n7 | 2903 803 464 261− − +  ។ 

មប្ ជេទេិ n n
3 32903 464 (2903 464)q 271 9q− = − = ×  

ំពជ n n
4 4803 261 (803 261)q 271 2q− = − = ×  

នឱំ្ n n n n271 | 2903 803 464 261− − +  ។ 

នូីេំ n n n n2903 803 464 261− − +  ាី�ដី�ំ ឹជ 1897 ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័66 

 

លហំតទ៣ី (IMO 1986) 

េគតជ d  ជីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំានពប 2, 5  ឬ 13  ។ 

ីូរារ េគអីរ�ិរមកានរ�  a ,b  មនសេន��នជំេនំ  

{ 2,5,13,d}  ានែ ab 1−  មពំ ាមំជីេរ្េ�ន ។ 

ដំេណា្្រ 

េា a ,b  ជិរមកានរ� រំ { 2,5,13,d}  េនេគេំ  ថ  

ab 1 {9,25, 64 , 2d 1, 5d 1, 13d 1 }− ∈ − − −  

េនម្បារ �ំិរមក a ,b  ានែ ab 1− មពំ ាមំជីេរ្េ�ន 

េនេសជ្ រិតឧា� 2d 1 , 5d 1, 13d 1− − −  

នទពាិជីេរ្េ�នជ�រេប មពំ អី�ំ។ 

េា 2d 1 , 5d 1, 13d 1− − −  ជីេរ្េ�នេន�ំីំ នំំគិ� a ,b ,c  
ានែ 2 2 22d 1 a , 5d 1 b , 13d 1 c− = − = − =  ។ 

តមមបី រ 22d 1 a− =  ាយជ �� a  គយជីំ នំំេ ។  

ស� a 2x 1= +   ្គា� x IN∈  ។ 
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េគេំ 
2(2x 1) 1d 2x(x 1) 1

2
+ +

= = + +   

េន d 1 (mod4)≡  

មប្ ជេទេិេដស d 2x(x 1) 1= + +  ជីំ នំំេេន 

តមមបី រ 25d 1 b− =  ំពជ 213d 1 c− =  េគេំ b  ំពជ c  

នទពាិជីំំ នំគូ ។  តជ b 2y , c 2z= =  េគេំ 

2 2 2 2(13d 1) (5d 1) c b 4(z y )− − − = − = −  

េគទ 2 21d (z y )
2

= −  េនអី�ំ z  ំពជ y  ានែ 

d 0 (mod4)≡ េដស  d 1≡ េន�ំំស័ីរឧា� 

ពជេែមពំ ពពិ  ។ 

នូីេំរស ំិរមក d  ានែេពងឱ្2d 1 , 5d 1, 13d 1− − −

នទពាិជីេរ្េ�នេំេទ ។ 

រនាម�េគអីរ�ិរមកានរ�  a ,b  មនសេន��នជំេនំ  { 2,5,13,d}   

ានែ ab 1−  មពំ ាមំជីេរ្េ�ន ។ 
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លហំតទី៤ (IMO 1998) 

ីូរ�េំិ�្ គា�គូរំីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ (x ,y)  េដសនឹជ 2x y x y+ +   

ាី�ដី�ំ ឹជ 2xy y 7+ +    ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�្ គា�គូរំីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ (x ,y)  

តជ 2a x y x y= + +   ំពជ  2b xy y 7= + +  

េា a  ាី�ដី�ំ ឹជ b  េនេគេំនូីរ�  ay bx−  ាី�ដី�ំ ឹជ b  ។ 

េគ�ំ 2 2 2ay bx y(x y x y) x(xy y 7) y 7x− = + + − + + = −  

េដស x 1≥  េន  2 2xy y≥   

នឱំ្ 2 2 2y 7x xy 7x xy y 7 b− ≤ − < + + =  ។ 

នូីេំ 2y 7x−  ាី�ដី�ំ ឹជ b  ែន្តាិ 2y 7x 0− ≤  ។ 

�. �រេប ទប១  ថ 2y 7x 0− =  េន 2y 7x=    

េដស y  ជីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំេនែន្តាិ 2x 7k=  េហស y 7k=   
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្គា�ី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ k  ។ 

ា.�រេប ទប២  2y 7x 0− <   េន 27x y 0− >    

 េដសពពំ ពិ្េយ 27x y 7x− <   េហ និេំេនម្បឱ្ 27x y−  

ាី�ដី�ំ ឹជ 2b xy y 7= + +  ែន្តាិ 

2 27x 7x y xy y 7> − ≥ + +  

េហ និេំេគ្ រិតឱ្ 2y 7<   េន y 1=  ឬ y 2=  ។ 

-ីំេព y 1=   េគេំ 27x y 7x 1− = −  េហស b x 8= +  

េគ�ំ  7x 1 7(x 8) 57− = + −  ាី�ដី�ំ ឹជ b x 8= +  ែន្តាិ 

b  ជ និាី�រំ 57  ។  

េដស b x 8 8= + >  េន b 19=  ឬ b 57=  

េគទេំ x 11=   ឬ x 49=  ។ 

នូីេំេគេំ x 11 , y 1= =   ឬ  x 49 , y 1= =  ។ 
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-ីំេព y 2=  េគេំ 27x y 7x 4− = −  េហស b 4x 9= +  

េដស GCD(4x 9;4) 1+ =  េន 7x 4−  ាី�ដី�ំ ឹជ 4x 9+  

មមែូ 4(7x 4)−  ាី�ដី�ំ ឹជ 4x 9+  ។ 

េគ�ំ 4(7x 4) 7(4x 9) 79− = + −   ។  

េដស 79  ជីំ នំំាេមេនេនម្បឱ្ 4(7x 4)−  ាី�ដី�ំ ឹជ 

4x 9+ ែន្តាិ 4x 9 79+ =   េន 35x
2

=  មពំ ាមំជីំំ នំគិ�  

នូីេំ��នជ�រេប  y 2=  រស ំីេមកស ។ 

រនាម�េគេំគូីេមកស  ថ  

2(x,y) { (11, 1 ) , (49, 1 ) , (7k ,7k) } ,k 1,2, ...∈ =  
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លហំតទី៥ (IMO 2003) 

ីូរ�ំំ ិ�្ គា�គូិរមកគិ�ត ពិ ជ�ំ (a , b )  េាេគនឹជីំំ នំ 

2

2 3

a
2ab b 1− +

 ជីំ នំំគិ� ត ពិ ជ�ំានរ ។ 

ដំេណា្្រ 

�ំំ ិ�្ គា�គូិរមកគិ�ត ពិ ជ�ំ (a , b )  ថ 

ស�  
2

2 3

a k
2ab b 1

=
− +

  ានែ k IN∈  

េគេំ 2 2 3a 2kb a k(b 1) 0 (1)− + − =  

ឌប្គបមបេជ�រំមបី រ 2 4 34k b 4k(b 1)∆ = − −  

                         2 2 2(2kb b) 4k b∆ = − + −  

មបី រ (1)  �ំីេមកស��នជ IN  ែន្តាិ ∆  ជីេរ្េ�ន 

�ំំស័ 2 2 2 2(2kb b) 4k b d∆ = − + − =  

ានែ d  ជីំំ នំគិ�។ 
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-េា  24k b 0− =  ឬ 
2bk

4
=  

េសជទទនែេំ  
3

2 b b ba 2b k
2 2

−
= − =   ឬ  ba

2
=  

េដស a , b  ជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ េហ និេំេគ្ រិតឲ្ ថ 

b 2p , p IN= ∀ ∈  

េគទ  
2

2 4(2p)a 2(2p) p 8p p
4

= − = −   

េហស   2pa p
2

= =  ។ 

នូីេំ  4(a , b ) ( 8p p , 2p ) ; ( p , 2p ) , p IN= − ∀ ∈  

-េា  24k b 0− >  

េគេំ 2 2 2 2 2 2(2b k b) 4k b d (2b k b 1) , k IN− + − = ≥ − + ∀ ∈  

ឬ   2 24k(b 1) (b 1) 0− + − ≤    េគទេំ b 1=  

��នជ�រេប មបី រ (1) កី សជ 2a 2k a 0− =  នឲំ្ a 2k=  

នូីេំ  ( a , b ) ( 2k , 1 )=   ីំេព្គា� k IN∈   ។ 
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-េា 24k b 0− <  

េគេំ 2 2 2 2 2 2(2b k b) 4k b d (2b k b 1)− + − = < − −  

មមែូ 2 2 2 2 2(2b k b) 4k b (2b k b 1) 0− + − − − − <  

ឬ 2b (4k 3) 2b(b 1) (4k 1) 0− + − + − <  (  មពំ ពពិ ��នជ IN  ) 
រនាម�េគេំគូីេមកសាប�ំាជនូីពជេ្ីម ថ 

4( a , b ) ( 2k , 1 ) ; ( k , 2k ) ; (8k k , 2k )= −  

ានែ  k IN∈   ។ 
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លហំតទី៦ (IMO 1961) 

ីូរ�ំំ ិ�្ គា�គូិរមកគិ� m , n 3≥  េាេគនជឹីំេព្គា� 

ីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ a   េគ�ំ  
m

n 2

a a 1
a a 1

+ −
+ −

 ជីំ នំំគិ� ។ 

ដំេណា្្រ 

�ំំ ិ�្ គា�គូិរមកគិ�ត ពិ ជ�ំ (m , n )  ថ 

េនម្បឲ្  
m

n 2

a a 1
a a 1

+ −
+ −

 ជីំ នំំគិ�ែន្តាិ n 2a a 1+ −   

ជ�តព រនមរំ  ma a 1+ −  េហស m n>  ។ 

េសជស� m n k , k IN= + ∈  

m n k

k n 2 k 1 k

a a 1 a a 1
a (a a 1) (1 a)(a a 1)

+

+

+ − = + −

= + − + − + −
 

តមទំន��ទំំ ជេំេនម្បឲ្ n 2a a 1+ −  ជ�តព រនមរំ ma a 1+ −  

ែន្តាិ n k 1= +  ំពជ k 2=  ។ 

នូីេំ (m , n ) ( 5 , 3 )=  ។ 
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លហំតទ៧ី (IMO 1997) 

េគឱ្ពបី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ  a  ំពជ b  ។ េពែានែ 2 2a b+ ាី�ំជឹ 

a b+ េនេគេំកែាី� q  ំពជំេែ� r  ។  

ីូរ�ំេិ�្ គា�គូ (a , b )  េដសនឹជ 2q r 1977+ =  ។ 

ដំេណា្្រ 

�ំេិ�្ គា�គូ (a , b )  

តមត ពពបាី�ាាាងយគកបិេគអីរេរ  2 2a b (a b)q r (*)+ = + +   

ានែ 0 r a b 1≤ ≤ + −   ។ 

េគ�ំ r a b 1≤ + −   េន 2 2q r q a b 1+ ≤ + + −  

ឬ 2q a b 1 1977+ + − ≥  

ឬ 2q a b 1978 (**)+ + ≥  

េគ�ំ r 0≥  េន  2 2a b (a b)q r (a b)q+ = + + ≥ +    

តមត ពមមព 
2

2 2 (a b)a b
2
+

+ ≥  
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េគេំ 
2(a b)(a b)q

2
+

+ ≥   ឬ  a b 2q+ ≤  

តមត ពមមព (**)  េគអីរេរ 2q 2q 1978+ ≥  

ឬ 2 2(q 1) 1979 44 43+ ≥ = +  

េគទ q 1 45+ ≥   ឬ  q 44≥  

មប្ ជេទេិ 2 2 2q q r 1977 44 43≤ + = = +  

េគទេំ q 44≤  ។ពបែទពកែពជេែេំេគទេំ  ថ  

q 44=  េហស 2r 1977 44 41= − =  

មបី រ (*)  អីរេរ 2 2a b 44(a b) 41+ = + +  

ឬ  2 2(a 22) (b 22) 1009− + − =  

តជ u | a 22 |= −  ំពជ v | b 22 |= −   ានែ u , v IN∈  

េគេំមបី រ 2 2u v 1009+ =  ។ េសជនជឹ្គា�ី េររំ 
ីំ នំំគិ��ំេែា នីជេ្ីស{0,1,4,9,5,6 } ។ 
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េហ និេំកែាូ�ីេររំពបី ំ នំំគិ�ានែ�ំេែា នីជេ្ីសេស 9

ែន្តាិេែា នីជេ្ីសរំីេរីំ នំំំបមនសេសេរេជរ�  4  ំពជ 5   
ឬ 5 ំពជ 4   ឬ 0  ំពជ 9  ឬ 9  ំពជ 0  ។ 

ពបមបី រ 2 2 2u v 1009 31 48+ = = +  េគទេំ 0 u 31≤ ≤  

ឧា� u v≥  េន 2 2 22u u v 1009≥ + =   

េគទ 2 21009 41u 22
2 2

≥ = +   ឬ u 23≥  

េហ និេំ 23 u 31≤ ≤  ។ 

េដស 2u  ្ រិត�ំេែា នីជេ្ីស {0 , 4 , 5 ,9}  

េនេគអីេ្ិេរ ិរមក u  ជនាំូជនូីពជេ្ីម  ថ  

u {30,28,25,23,27}∈  

េដស 2 2u v 1009+ =  េន  2 2v 1009 u= −  

-េា u 30=  េន v 1009 900 109= − =  មពំ ស� 

-េា u 28=  េន v 1009 784 15= − =   ស� 
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-េា u 25=  េន v 1009 6225 384= − =  មពំ ស� 

-េា u 23=  េន v 1009 529 480= − =  មពំ ស� 

-េា u 27=  េន v 1009 729 280= − =  មពំ ស� 

េដស 2 2u v 1009+ =  ជមបី រកនេហ និេំេា (a ,b ) ជីេមកស 

រា�មបី រេន (b ,a)  �ជ៏ីេមកសរា�មបី រានរ ។ 

េគទេំីេមកស u 28 , v 15= =   ឬ  u 15 , v 28= =    

-�រេប  u 28 , v 15= =    េគេំ 
| a 22 | 28
| b 22 | 15
− =

 − =
  

េគទេំ a 50,b 37= =  ឬ a 50 , b 7= =  ។ 

-�រេប  u 15 , v 28= =   េគេំ 
| a 22 | 15
| b 22 | 28
− =

 − =
 

a 37,b 50= =  ឬ a 7 , b 50= =   ។ 

នូីេំ (a,b) {(50,37);(37,50);(7,50);(50,7)}=  ។ 
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លហំតទី៨ (IMO 1960) 

េគឱ្ N  ជីំំ នំ�ំេែាាបាឡជ� ។  
េគនឹជ N  ាី�ដី�ំ ឹជ 11  េហស N ាី�ំឹជ 11 េំកែាី� 
េសំឹជកែាូ�ីេររំេែាាឡជ�រា� N  ។ 

ីូរ�េំិ�េែាទជំាបាឡជ�រា� N  ? 

ដំេណា្្រ 

�ំេិ�េែាទជំាបាឡជ�រា� N  

តជ N abc 100a 10b c (1)= = + +  

េគេំ 2 2 2N a b c
11

= + +   ឬ 2 2 2N 11(a b c ) (2)= + +  

តម (1)  េគអីរេរ N 11(9a b) a b c= + + − +  

េនម្បឱ្ N  ាី�ដី�ំ ឹជ 11  ែន្តាិ a b c− +   ាី�ដី�ំ ឹជ 11  

េដស 1 a 9≤ ≤  ំពជ 0 b 9 , 0 c 9≤ ≤ ≤ ≤  

េគេំ 8 a b c 18− ≤ − + ≤   េហ និេំ a b c 0− + =   
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ឬ a b c 11− + =  ។ 

-�រេប  a b c 0− + =  ឬ b a c= +  

េគេំ 2 2 2N 11(9a b) 11(a b c )= + = + +  

ឬ  2 2 29a a c a (a c) c+ + = + + +  

ឬ  2 2
12a 2(c 5)a 2c c 0 (E )+ − + − =  

ឌប្គមបេជ�មបី រ 1(E )  គយ  2 2
1' (c 5) 2(2c c)∆ = − − −  

ឬ 2
1' 3c 8c 25∆ = − − +  ។  

មបី រ 1(E )  �ំឬ��នជំេនំ    ែន្តាិ 1' 0∆ ≥  ំពជ 1'∆  

ជីេរ្េ�ន ។ េដស 1' 0∆ <   ីំេព c 2≥  េន c 0 , c 1= =  

េដស 1'∆  ជីេរ្េ�នាិ��នជ�រេប  c 0=  មនសគិ� 

េហ និេំមបី រ 1(E )  កី សជ 22a 10a 0− =   េគទេំ 

a 5= េហស b a c 5 0 5= + = + =   ។ 

នូីេំ a 5 , b 5 , c 0= = =   េហស N 550=  ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័81 

 

-�រេប   a b c 11− + =  ឬ b (a c) 11= + −  

េគេំ 2 2 2N 11(9a b 1) 11(a b c )= + + = + +  

2 2 29a a c 11 1 a (a c 11) c+ + − + = + + − +  

ឬ 2 2
22a 2(c 32)a 2c 23c 131 0 (E )+ − + − + =  

ឌប្គបមបេជ�រំមបី រ 2(E )  គយ  ថ  

2 2
2' (c 32) 2(2c 23c 131)∆ = − − − +  

       23c 14c 6= − + −  

មបី រ 2(E )  �ំឬ��នជំេនំ    ែន្តាិ 2' 0∆ ≥  ំពជ 1'∆

ជីេរ្េ�ន ។ 

េដស 2' 0∆ <   ីំេព្គា� c 5≥   េន c {1,2 ,3,4}=  

េដស 2'∆  ជីេរ្េ�នាិ��នជ�រេប  c 3=  មនសគិ� 

េហ និេំមបី រ 1(E )  កី សជ 22a 26a 80 0− + =   េគទេំ  

a 5 ; a 8= =  ។ 
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- ីំេព a 5 , c 3= =    

េន b a c 11 8 11 3 0= + − = − = − <  មពំ ស�  ។ 

-ីំេព a 8 , c 3= =  េន b 8 3 11 0= + − =  ។ 

នូីេំ a 8 , b 0 , c 3= = =   េហស N 803=   ។ 
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លហំតទី៩ (IMO 1978) 

េគឱ្ីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ m  ំពជ n  ានែ 1 m n≤ <   ។ 

ីូរ�េំិ�ិ រមកិូីាកំនិរំ m n+  េនម្បឱ្ីំ នំំ m1978  ំពជ n1978

�ំេែាាបាឡជ�ី នជេ្ីសាំកនិនូីរ� ? 
ដំេណា្្រ 

�េំិ�ិ រមកិូីាកំនិរំ m n+  

េនម្បឱ្ីំ នំំ m1978  ំពជ n1978

�ំេែាាបាឡជ�ី នជេ្ីសាំកនិនូីរ� ែន្តាិកែជ 
n md 1978 1978= −   ាី�ដី�ំ ឹជ 1000  ។ 

េគ�ំ m n md 1978 (1978 1)−= −  ីំេព្គា�1 m n≤ <   ។ 

េដស 1000 8 125= ×   េហស 1978 989 2= ×  េនេនម្បឱ្ 

m n md 1978 (1978 1)−= −  ាី�ដី�ំ ជឹ 1000  ែន្តាិ 

m1978  ាី�ដី�ំ ជឹ 8  ំពជ n m1978 1− −  ាី�ដី�ំ ជឹ 125  ។ 

ីំ នំំ m m m1978 989 2= ×   ាី�ដី�ំ ឹជ 8  ែន្តាិ m 3≥   
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េហសេដស 1 m n≤ <   េនេគទេំ n m 3> ≥  ។ 

េគ�ំ 11978 15 125 103 125q 103= × + = +   ានែ 1q 15=  

េហស 2 2 2
1 21978 (125q 103) 125q 103= + = +  

ាិេដស  2103 84 125 109= × +   

េន 2
21978 (q 84) 125 109= + × +  

ឬ     2
31978 125q 109= +   ានែ 3 2q (q 4) IN= + ∈  

េែ�ជីេរ 4 2
31978 (125q 109)= +  

                    
2

4

4

5 5 4

125q 109
125(q 95) 6
125q 6 ; q (q 95) IN

= +

= + +

= + = + ∈

 

េហ និេំ្គា� p IN∈  េគេំ  ថ  

4p p p
5 61978 (125q 6) 125q 6= + = +  

េដស 
p

p p k

k 0
6 (1 5) C(p,k).5

=
= + = ∑  
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p

k 3

k 3

25p(p 1)1 5p 125 C(p,k)5
2

−

=

−
= + + + ∑  

េគេំ 4p
7

25p(p 1)1978 125q 1 5p
2
−

= + + +  

ានែ 
p

k 3
7 6

k 3
q q C(o,k)5 −

=
= + ∑   ( ជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ ) 

េគទ 4p
7

5p(5p 3)1978 1 125q
2
−

− = +  

េនម្បឱ្ n m1978 1− −  ាី�ដី�ំ ឹជ 125 ែន្តាិ ំពជ្រំ�ាិឱ្ 

n m 4p ,p IN− = ∈   ំពជ 5p(5p 3)
2
−   ាី�ដី�ំ ឹជ 125   

េនម្បឱ្ 5p(5p 3)
2
−  ាី�ដី�ំ ឹជ 125  ែន្តាិ p ជពហនគនេរំ 

25 េពែគយ  p 25k , k IN= ∀ ∈   

េហសេដស n m 4p− =  េន n m 100k− =  ំពជ m 3≥  

េគ�ំ m n (n m) 2m 100k 6+ = − + ≥ +   ្គា� k IN∈  

នូីេំិរមកងា្ារ�រំ m n+  គយ 106  ានែ្ រិតំឹជ k 1=  ។ 
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លហំតទី១០ (IMO 1962) 

ីូរ�ំេិ�ី ំ នំំគិ�ពមសជិពិ ូីាំកនិ n  េដសនឹជ 

��នជ្ាព ពំេ័ននប�ប ែ� n �ំេែា 6  ជេែា នីជេ្ីសាំកនិ ។ 

េាេគែនាេែា 6  នីជេ្ីសេនេងែេហសស�េយរេរ 
ពបពជមនារំេែាានែេនែ�េនេគេំីំ នំំមនសេទេិេសំឹជ 4  

នជរំីំំ នំេនម n  ។ 

ដំេណា្្រ 

�េំិ�ី ំំ នំគិ�ពមសជិពិ ូីាំកនិ n   

 សំិ n  ជីំ នំំ�ំេែា k 1+  ាឡជ�េនេគេំ  ថ  

k k 1 1n a a ....a 6 10.N 6−= = +   ានែ k k 1 2 1N a a ....a a−=   

ស� k
k k 1 1p 6a a ....a 6 10 N−= = × +  ។ 

តមែ�កាេណ រំមសិព�មសេគេំ  p 4 n= ×  

េគទ k6 10 N 4(10.N 6)× + = +  
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េគទេំ 
k10 4N 2
13
−

= ×   ។  

ិរមក k នំាូជានែេពងឱ្ k10 4−  

ាី�ដី�ំ ឹជ 13  គយ k 5=  េហស 
510 4N 2 15384
13
−

= × =  

នូីេំ n 10N 6 153846= + =  ។ 
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លហំតទី១១ (IMO 1967) 

េគឱ្ k , m , n  ជីំំ នំគិ�ពមសជិពេដសនឹជ m k 1+ +   

ជីំំ នំ ាេមពជំជ n 1+  ។ េគស� sc s(s 1)= +  ។  

ីូរ្រសកែគនេ  ថ  

m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −  

ាី�ដី�ំ ឹជកែគនេ 1 2 3 nc .c .c ...c   ។  

ដំេណា្្រ 

្រសកែគនេ  ថ  

m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −   
ាី�ដី�ំ ឹជកែគនេ 1 2 3 nc .c .c ...c  

តជ ( )
n

n m i k
i 1

P c c+
=

= −∏  ំពជ ( )
n

n i
i 1

Q c
=

=∏  

េគ�ំ x yc c (x y)(x y 1)− = − + +  
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េគេំ 
n

n
i 1

P (m i k)(m i k 1)
=

= + − + + +∏  

           n n

i 1 i 1
(m i k) (m i k 1)

= =

= + − × + + +∏ ∏  

ឬ        n
(m n k)! (m n k 1)!P

(m k)! (m k 1)!
+ − + + +

= ×
− + +

 

េហស [ ]
n

n
i 1

Q i(i 1) n!(n 1)!
=

= + = +∏  

េគេំ n

n

P (m n k)!(m n k 1)!
Q n!(n 1)!(m k)!(m k 1)!

+ − + + +
=

+ − + +
 

េគ�ំ n
m n k

(m n k)!C
n!(m k)!+ −

+ −
=

−
 

ំពជ  n 1
m n k 1

(m n k 1)!C
(n 1)!(m k)!

+
+ + +

+ + +
=

+ +
 

េន n n 1n
m n k m n k 1

n

P 1 .C .C
Q m k 1

+
+ − + + +=

+ +
 

េគ�ំ 
n

knmC −+  ជីំំ នំគិ� 
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េហស n 1
m n k 1

1 (m n k 1)!C
m k 1 (n 1)!(m k)!(m k 1)

+
+ + +

+ + +
=

+ + + + + +
 

                          )1km() !1n(
) !1knm(
+++

+++
=  

តមមសិព�មស  m k 1+ +  ជីំ នំំាេមពជំជ n 1+

េនវរស ំ�តព រនមជមនសំឹជ (n 1)!+ េហស(m n k 1)!+ + +  

ាី�ដី�ំ ឹជ (n k 1)!+ + ។ 

តម្ទឹពបាទ Gauss  េគេំ n 1
m n k 1C +
+ + +  ាី�ដី�ំ ជឹ m k 1+ +  

នូីេំ  m 1 k m 2 k m 3 k m n k(c c )(c c )(c c )...(c c )+ + + +− − − −   

ាី�ដី�ំ ឹជកែគនេ 1 2 3 nc .c .c ...c   ។ 
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លហំតទី១២ (IMO 2005) 

េគឱ្សងបិ 1 2 3a ,a ,a , ...   �ំេិ�េដស n n n
na 2 3 6 1= + + −  

ីំេព្គា�ី ំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ n  ។ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំានែាលមេយំឹជ្គា�ិ នរំងនបិ ។ 

ដំេណា្្រ 

ីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំានែាលមេយំជឹ្គា�ិ នរំសងបិេំ�ំាិមនសគិ�គយ 1   

េសជំឹជារ ្គា�ី ំំ នំាលម p ាី�ដី� na

ីំេព្គា�ី ំ នំំត ពិ ជ�ំ n ។ 

�� ែ�េយីំេព p 2=  ំពជ p 3=  ាី�ដី� 

2 2 2
2a 2 3 6 1 48= + + − =   ។ 

េសជឧា� p 5≥  ។ តម្ទឹពបាទ Fermat  េសជ�ំ 

p 1

p 1

p 1

2 1 (modp)
3 1 (modp)
6 1 (modp)

−

−

−

≡

≡

≡
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េន p 1 p 1 p 13.2 2.3 6 3 2 1 6 0 (mod 6)− − −+ + ≡ + + ≡ ≡  

ឬ p 2 p 2 p 26(2 3 6 1) 0 (mod p )− − −+ + − ≡  

េន p 26a −   ាី�ដី�ំ ជឹ p  ។ 

ពបេ្ពាិ p  ាលមេយំឹជ 6  េន p 2a −  ាី�ដី�ំ ឹជ p  ។ 
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លហំតទី១៣ (IMO Shortlist 2003) 

ីូរ�ំេិ�ី ំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ k ិូីជជេគ េដសនឹជ�ំីំំ នំគិ�  

1 2 3 kx ,x ,x , ...., x  ានែ 3 3 3 2002
1 2 kx x ..... x 2002+ + + = ។ 

ដំេណា្្រ 

ីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ k  ានែិូីជជេគគយ k 4=  ។ 

ជនំាជូេសជំជឹារ  20022002  មពំ អីជកែាូ�រំគូាាបីំំ នំ  

េគ�ំ 2002 4 (mod 9)≡  េន 32002 4 1 (mod9)≡ ≡  

េគេំ 2002 3 672002 (2002 ) .2004 4 (mod9)= ≡  

មប្ ជេទេិ 3x 0, 1 (mod9)≡ ±  ីំេព្គា�ី ំំ នំគិ� x  ។ 

េហ និេំ 3 3 3
1 2 3x x x+ +  ាី�ំជឹ 9  មពំ អីឱ្ំេែ�េស 4  

េំេទ  ។  នូីេំ 
2 0 02 0 0 2 មពំ អីរេរជកែា�ូគូា្េ�ន 

រំាបីំំ នំគិ�េំេទ។ 
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េសជំឹជារ  20022002  អីរេរជកែា�ូរំគូា្េ�ន 
រំានំ ីំំ នំេំ ។  
េគ�ំ 3 32002 1000 1000 1 1 10 10 1 1= + + + = + + +  

េដស 2002 20012002 2002 2002= ×  

       
667 3 3 3

667 3 667 3 667 3 667 3

(2002 ) (10 10 1 1)
(2002 .10) (2002 .10) (2002 ) (2002 )

= + + +

= + + +
 

នូីេំ k 4=   ។ 
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លហំតទី១៤ (IMO 1976) 

េគឱ្សងបិ n(u )  �ំេិ�េដស  ថ  

2
0 1 n 1 n n 1 1

5u 2 , u ,u u (u 2) u
2 + −= = = − −  ីំេព n 1,2, ...=  

ីូរារ ីំេព្គា�ី ំ នំំំគិ�ត ពិ ជ�ំ n  េគ�ំ 
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=    

   ។ 

( ានែ x    តជជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំិូីជជ  x  ) 
ដំេណា្្រ 

ារ    
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=          
ជនំាជូេសជគេន និ 2 3 4 5u ,u ,u , u  េគេំែំននូំីពជេ្ីម  ថ  

0 1
0 10 1

1 3
2 31 3

5 11
4 55 11

1 5 1u 2 2 , u 2
2 2 2

5 1 1u 2 , u 2
2 2 2

1 1u 2 , u 2
2 2

= = + = = +

= = + = +

= + = +
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េសជេជ�ិេយ�េំនម nu  �ំាជទូេយ n

n

V
n V

1u 2
2

= +  

ានែ n(V )  ជសងបិ�េំិ�េដស n(V ) : 0,1,1,3,5,11, .....  

តជសងបិ n(w )  ានែ n n n 1w V V += +   ្គា� n 0≥  

េគេំ  ថ n(W ) : 1 , 2 , 4,8,16, .... នឱំ្ n(W )  ជសងបិពរេប �្ិ 

�ំ និ 0W 1=   ំពជ េរនជ q 2=  ។ 

េគេំ n
nW 2=   េន n

n 1 nV V 2+ + =    

គនេងជ�ទជំពបរំឹជ n 1( 1) +−  េគេំ  ថ  

n 1 n n 1 n
n 1 n( 1) V ( 1) V ( 1) 2+ +
+− − − = −  

េគេំ 
n 1 n 1

k 1 k k 1 k
k 1 k

k 0 k 0
( 1) V ( 1) V ( 1) 2

− −
+ +

+
= =

   − − − = −   ∑ ∑  

                                  
n n

n
n 0

( 1) 2 1( 1) V V
3

− −
− − =  

េដស 0V 0=   េន 
n n n n

n n

( 1) 2 1 2 ( 1)V
( 1) .3 3
− − − −

= =
−
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នូីេំ 
n n n n2 ( 1) 2 ( 1)

3 3
nu 2 2

− − − −

= +
−

   

េដស n n2 ( 1) (mod 3 )≡ −  េន  n n3 | 2 ( 1)− −  

េហស 
n n2 ( 1)

3 12
− −

−
<     

 នូីេំ   
n n2 ( 1)

3
nu 2

− −

=       ។ 
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លហំតទី១៥ (IMO 2010) 

ីូរ�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  េដសនឹជមមព  

( )f x y f (x) f (y)=       ពពិ ជំព ចី្គា� x , y IR∈ ។ 

( a    តជឱ្ាក��គិ�រំ a  ) ។   

ដំេណា្្រ 

�េំិ�្ គា�ង នំគមំន f : IR IR→  

្គា� x , y IR∈  េគ�ំមមព  

ស� x 0=  ំពជ y 0=  េគេំ f (0) f (0) f (0)=     

េគទ ( )f (0) 1 f (0) 0− =     េន f (0) 0=  ឬ f (0) 1=    

-�រេប  f (0) 1=    

ស� y 0=  ិំ នំ��នជ (*)  េគេំ f (0) f (x) f (0)=       

ឬ  f (x) f (0)=   នឱំ្ f (x)  ជង នំគមំនេេរ 

តជ f (x) c=  ិំ នំ��នជមបី រ (*)  េគេំ c c c=       
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េន c 0 , c 1= =     ។ 

នូីេំ f (x) 0=  ឬ  f (x) c=    

ានែ  c [1,2 )∈  (េ្ព  c 1=    ) 

-�រេប  f (0) 0=  

ស�  x y 1= =  ិំ នំ��នជ (*)  េគេំ f (1) f (1) f (1)=      

េន f (1) 0=  ឬ f (1) 1=     

�. ីំេព f (1) 0=  េនេសជស� x 1=  ិំ នំ��នជ (*) េគេំ  

f (y) f (1) f (y) 0 y IR= = ∀ ∈    ។ 

ា. ីំេព f (1) 1=    េនេសជស� y 1=  េគេំ 

f ( x ) f (x) (**)=    

ស� 1x 2 , y
2

= =  ��នជ (*)  េគេំ 1f (1) f (2) f ( )
2

 =   
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ាិតម (**)  េគេំ 1f ( ) f (0) 0
2

= =  េហ និេំេគទេំ 

f (1) 0= មពំ ពពិ េ្ព f (1) 1=     ។ 

រនាម�េគេំីេមកស f (x) 0 , x IR= ∀ ∈    

ឬ  f (x) c , x IR= ∀ ∈   ានែ 1 c 2≤ <    ។ 
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លហំតទី១៦ (IMO 1984) 

ីូរ�េំិ�គូមនសរំីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ a ,b  េដសនឹជ  ថ  

(i) : ab(a b)+  ាី�មពំ ដី�ំ ជឹ 7   

7 7 7(ii) : (a b) a b+ − −  ាី�ដី�ំ ឹជ 77   ។ 

ដំេណា្្រ 

�ំេិ�គូមនសរំីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ a ,b  ថ  

តមរាូម ពំេទង�ូ និំេគេំ  ថ  

7 7 7 2 2 2(a b) a b 7ab(a b)(a ab b )+ − − = + + +  

តមា្�ា�េគ�ំ (i) : ab(a b)+  ាី�មពំ ដី�ំ ជឹ 7   

នូីេំេនម្បឱ្ 7 7 7(ii) : (a b) a b+ − −  ាី�ដី�ំ ឹជ 77    

ែន្តាិ 2 2a ab b+ +  ាី�ដី�ំ ជឹ 37  ។ 

េគ�ំ 2 2 2 3(a b) a ab b 7+ > + + ≥  េន a b 19+ ≥  
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េដសេពងីររ�ែ្ជិំំ ន a 1 , b 18= =  េនេគេំ  ថ  

2 2 2 2 3a ab b 1 1 18 18 343 7+ + = + × + = =  

នូីេំគូ a 1 , b 18= =  ជីេមកស។ 

មប្ ជេទេិតម្ទឹពបាទងយាែ  ថ  

េា GCD(a,n) 1=  េន (n)a 1 (modn )ϕ ≡  ។ 

េគ�ំ 3 3 2 2a b (a b)(a ab b )− = − + +  

េហ និេំេនម្បឱ្ 2 2a ab b+ +  ាី�ដី�ំ ឹជ 37  ែន្តាិ 

3 3 3a b (mod7 )≡   ំពជ a b−  ាី�មពំ ដី�ំ ជឹ 7  ។ 

េគ�ំ 3 3 2 2(7 ) 7 7 6 7 3 98ϕ = − = × = ×  ។ 

េា c  ជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំាី�មពំ ដី�ំ ឹជ 7  េនេគេំ  

 98 3 3(c ) 1 (mod7 )≡  ។ 

នូីេំេនម្បឱ្ 3 3a 1 (mod 7 )≡  ែន្តាិ 98a c=  
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ឧទហរេន  ថ  

-េាេគស� c 2=  េន 98 32 18 (mod7 )≡  
  េហ និេំ ( )398 3 32 18 1 (mod 7 )≡ ≡  
  នូីេំ a 18 , b 1= =  ជីេមកសមនស ។ 

-េាេគស� c 3=  េន 98 33 324 (mod7 )≡  
  េហ និេំ  ( )398 3 33 324 1 (mod7 )≡ ≡  
  នូីេំ a 324 , b 1= =  ជីេមកសេកផជមនសេទេិ ។  
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លហំតទី១៧ (Russia 2001) 

េគឱ្ a  ំពជ b  ជីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំានរ�  ។ 

េគនឹជ )ba(a b + ាី�ដី�ំ ឹជ 
22 ba ba ++  ។ 

ីូរ្រស 
3 a|ba| >−  ? 

ដំេណា្្រ 

្រស 3| a b | ab− >  

តជ GCD(a,b)δ =   នឱំ្�ំគូីំ នំំ គិ�ត ពិ ជ�ំាលមរវជរ�  

(u , v) ានែa u= δ  ំពជ b v= δ   

េគេំ 2 2 2 2

ab(a b) uv(u v)
a ab b u uv v

+ δ +
=

+ + + +
 ជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ ។ 

េសជ�ំ 2 2 2GCD(u uv v ,u) GCD(v ,u) 1+ + = =  

េហស 2 2 2GCD(u uv v , v) GCD(u , v) 1+ + = =  

 ំពជ 2 2 2GCD(u uv v ,u v) GCD(v ,u v) 1+ + + = + =  
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េន្ាមគ 2 2

uv(u v)
u uv v
δ +
+ +

ជីំំ នំគិ�ែន្តាិ 2 2u uv v |+ + δ  

េនេគេំ 2 2u uv vδ ≥ + +  ។  

្គា�គូីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំាលមរវជរ�  (u , v)  

េគ�ំ | u v | 1− ≥ េហ និេំ  3 3 3 3| a b | | u v | .− = − δ ≥ δ  

ាិ 2 2u uv vδ ≥ + +  េន 3 2 2 2 2| a b | (u uv v ) uv− ≥ δ + + > δ  

េដស 2ab uv= δ  េន 3| a b | ab− >   

នូីេំ 3| a b | ab− >   ។ 
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លហំតទី១៨  

េគឱ្ n  ជីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំេដសនជឹ 22 2 28n 1+ +  

ជីំំ នំ គិ�។ 

ីូរ្រស 22 2 28n 1+ +  ជីេរ្េ�នរំីំំ នំគិ�មនស។ 

ដំេណា្្រ 

្រស 22 2 28n 1+ +  ជីេរ្េ�នរំីំំ នំគិ� 

តមា្�ា� 22 2 28n 1+ +  ជីំំ នំគិ�នឱំ្�ំ m IN∈ ានែ 

2 228n 1 m+ =   ឬ 2 2m 28n 1− =  ជមបី រ Pell  ។ 

គូីេមកសនំាជូរំមបី រេំគយ m 127 , n 24= =   

េ្ព 2 2127 28 24 1− × = ។   

ីំេព្គា� k 1≥ េគអីរេរ  ថ  

2 2 2 2 2 km 28n 127 28 24 (127 28 24 )− = − × = − ×  

k k(m 2 7n)(m 2 7n) (127 48 7) (127 48 7)− + = − +  
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េគទ 
k

k

m 2 7n (127 48 7)

m 2 7n (127 48 7)

 − = −


+ = +
 

េគេំីេមកសទូេយរំមបី រ  ថ  

k k

k k

(127 48 7) (127 48 7)m
2

(127 48 7) (127 48 7)n
4 7

− + +
=

+ − −
=

 

��នជ�រេប េំេគេំ  22 2 28n 1 2 2m+ + = +  

2 k k2 2 28n 1 2 (127 48 7) (127 48 7)+ + = + + + −  

េដស 2127 48 7 (8 3 7)± = ±  

ំពជ (8 3 7)(8 3 7) 1+ − =  េនេគេំ  

[ ]2kkkk )738()738()74 81 2 7()74 81 2 7(2 −++=−+++  

េគេំ 2 k k 22 2 28n 1 [(8 3 7) (8 3 7) ]+ + = + + −  

ជីេរ្េ�នរំីំ នំំគិ�េ្ព k k(8 3 7) (8 3 7)+ + − ជីំ នំំ គិ� 
។ 
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័108 

 

លហំតទី១៩ 

ីូរារ ីំេព្គា�ី ំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ n  ីំ នំំ n 33 n+  ាី�ដី� 

ំឹជ 7  ែន្តាិ n 33 n 1+  ាី�ដី�ំ ឹជ 7  ។ 

ដំេណា្្រ 

- សំិ n 33 n+  ាី�ដី�ំ ជឹ 7  េន n ្ រិតាី�មពំ ដី�ំ ជឹ 7  

តម្ទឹពបាទ Euler  េគេំ 6n 1 (mod7 )≡  ។ 

ីំ នំំ n 33 n+  ាី�ដី�ំ ជឹ 7  េនេគេំនូីរ�  3 n 3n (3 n )+  

ាី�ដី�ំ ឹជ 7  ។ 

េគ�ំ  3 n 3 3 n 6n (3 n ) (n 3 1) (n 1)+ = + + −  

េដស 6n 1 (mod7 )≡  េនេគទេំ 3 nn 3 1+   
ាី�ដី�ំ ឹជ7 ។ 
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- សំិ 3 nn 3 1+  ាី�ដី�ំ ជឹ 7  េន n ្ រិតាី�មពំ ដី�ំ ជឹ 7  

តម្ទឹពបាទ Euler  េគេំ 6n 1 (mod7 )≡  ។ 

ីំ នំំ 3 nn 3 1+  ាី�ដី�ំ ជឹ 7  េន 3 3 nn (n 3 1)+ ាី�ដី�ំ ឹជ 7   

េគ�ំ 3 3 n 6 n 3 nn (n 3 1) (n 1)3 n 3+ = − + +  

េដស 6n 1 (mod7 )≡  េនេគទេំ 3 nn 3+  ាី�ដី�ំ ជឹ7  

នូីេំ ីំ នំំ n 33 n+  ាី�ដី�ំ ឹជ 7  ែន្តាិ n 33 n 1+   

ាី�ដី�ំ ឹជ 7  ។ 
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លហំតទី២០  (IMO 1959) 

ីូរ្រសាយជ ��  21n 4
14n 3

+
+

  

ជ្ាមគ្មសែមពំ េំ្គា�ី ំំ នំគិ�ពមសជិព n  ។ 

ដំេណា្្រ 

តមអែ��ូរ បិ ងយគកបិេគេំ  ថ  

21n 4 (14n 3) 1 (7n 1)
14n 3 (7n 1) 2 1
7n 1 (7n 1) 1 0

+ = + × + +
+ = + × +
+ = + × +

 

េគេំ GCD(21n 4,14n 3) 1+ + =  

េហ និេំ 21n 4+  ំពជ 14n 3+  ជីំ នំំាលមរវជរ� ្គា� 

ីំ នំំគិ�ពមសជិព n  ។ 

នូីេំ  21n 4
14n 3

+
+

 ជ្ាមគ្មសែមពំ េំ ។ 

 
 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
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លហំត់អនវតអន 

 

១-ីូរ�ំេិ�្ គា�គូរំីំំ នំគិ� x  ំពជ y  េនម្បឲ្េំ ថ 

 3 2 2x x x y y+ + = +   ។   

                                           (Croatia Team Selection Tests 2011) 

២-ងនបិរំីំ នំំពពិ  n(a ) �ំេិ�េដស ថ 

 1 n 1 2 n 1a 1 ; a n(a a ... a ) , n 1−= = + + + ∀ >  

 �/ ីូរារ ីេំព្គា� n គូ , na  ាី�ដី�ំ ឹជ n! ។ 

 ា/ីូរ�ំេិ�្ គា�ី ំំ នំេ n  េនម្បឲ្ na  ាី�ដី�ំ ឹជ n! ។ 

                                           (Albania National Olympiad 2011) 

៣-ីូរ�ំេិ�្ គា�គូ (a , b)រំីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំេដសនជឹ ថ 

 a 23 2b 1= +   ។  

                                           (Brazil National Olympiad 2010) 
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៤-ីូរ�ំេិ�្ គា�គូ (a , b)រំីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំេដសនជឹ ថ 

 a b3 7+  ជីេរ្េ�ន ។  

                                           (Canada National Olympiad 2009) 

៥-ីូរារ ីំំ នំ 
5 64 53 4+ អីរេរជកែគនេរំពបរ 

 ីំំ នំគិ�ពំជជ 200910   ។ 

                                           (Costa Rica Final Round 2009) 

៦-ីូរ�ំេិ�្ គា�ី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ n  េនម្បឲ្ n 12 n 1− +  

 ជីេរ្េ�ន ។  

                                           (Georgia Team Selection Tests 2005) 

៧-ីូរេដ្រស��នជំេនំ ីំំ នំគិ�រំមបី រ ថ 

 3 2 2 4x y (2y x) x y 36− = −  

                                           (Greece National Olympiad 2011) 
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៨-ីូរ�ំេិ�្ គា�ី ំំ នគិ�ត ពិ ជ�ំ n 1>  េដសនឹជ 2n  ាី�មពំ ដី� 

 (n 2)!−   ។  

                                                   (India National Olympiad 2010) 

៩-េគឲ្ a  ំពជ b  ជពបរីំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ ំពជ a b>  ។ 

 េសជនឹជ GCD(a b,ab 1) 1− + =  ំពជ GCD(a b,ab 1) 1+ − =  

 ីូរារ  2 2(a b) (ab 1)− + +  មពំ ាមំជីេរ្េ�ន ។ 

                       (Iran National Math Olympiad (Second Round) 2010) 

១0-ីូរ�េំិ�្ គា�ី ំំ នំគិ�ត ពិ ជ�ំ (a,n,p,q,r) េដសនឹជ ថ 

   n p q ra 1 (a 1)(a 1)(a 1)− = − − −  

                                  (Japan Mathematical Olympiad Finals 2011) 

១១-ីូរ�ំេិ�ិ រមកិូីាំកនិ x IN∈  េនម្បឲ្ 
257x 10
83
−  

   ជីំ នំំគិ�មនស ។ 

                                           (Korea National Olympiad 1993) 
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១២-េដ្រស��នជំេនំ ីំំ នំគិ�មពំ ងត ពិ ជ�ំំូតមបី រ ថ 

  3 2 3x 7x 35x 27 y+ + + =  

                                           (Kyrgyzstan National Olympiad 2010) 

១៣-េគឲ្ m ,n  ជីំ នំំគិ�ពមសជិព េដសនឹជ m n 1+ +  

    ជីំ នំំាលម េហសាី�ដី� 2 22(m n ) 1+ −   ។ 

    ីូរារ  m n=   ។     (Switzerland Final Round 2010)                            

១៤-េគឲ្ m ,n  ជីំ នំំគិ�ត ពិ ជ�ំ ។ ីូរារ វ�ំគូរំីំ នំំ 

   គិ�ត ពិ ជ�ំ (a,b) េ្ីំាា�មពំ ង�េដសនឹជ ថ 

    a ba b |am bn ; gcd(a,b) 1+ + =   ។ 

                                           (China National Olympiad 2011) 

១៥-ីូរ�ំេិ�្ គា�េែាានែអី x ,y ,z  េដសនឹជីំ នំំ 

       13xy45z  ាី�ដី�ំ ជឹ 792  ។ 

                                           (Croatia National Olympiad 2005) 
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ជំពូកទ៤ី 

ធេណីម្ 

 

 

លហំត 

១-េគឲ្្ិបេីេ ABC  មនស�ំ្ិរជ BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

P  ជីំេន ីមនសរំាកជ� េហស Iជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេABC។ 

ីូរ្រសាយជ ��មមព ថ 

2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +   ។ 

២-េគឲ្្ិបេីេ ABC  មនស�ំ្ិរជ BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

ីូរ�ំេិ�ី ំេន ី P  រំាកជ�េនម្បឲ្  2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +    

�ំិរមកងា្ារ� រនី �ំេិ�ិ រមកងា្ារ�េំ ។ 
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៣-េគឲ្្ិបេីេ ABC មនស ។ ីំេន ី D ំពជ E  �ពិេនេែានឡ ិ�

BCេដសនឹជានឡ ិ� AD ំពជ AE  ្ាេយំឹជានឡ ិ�ាប 

ំឹជរជងជ�ងរ�ឹេ្ករំ្ិបេីេ ABC  ្ិជ� B  ំពជ C េរេជរ�  ។ 

ីូរ្រស 
2BE AB

CD AC
 =  
 

  ? 

៤-េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនស ។ េគតជ I ជកចពិរំរជងជ�ងរ�ឹ��នជ 
្ិបេីេេំ ។  
� កំានឡ ិ�ពន��នជរំមន ំA , B , C ីិ�្ ិរជ�មេរេជរ� ្ិជ�  

A' , B' , C'  ។ ីូរ្រស    1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤   ។ 

៥-េគតជ I  ជកចពិរំរជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេ ABC  មនស ។  

ឧា�រជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេ ABC  ាប្ិរជ [BC],[CA],[AB]  

េរេជរ� ្ិជ� K ,L,M  ។ ានឡ ិ�មនសគូេីពបី ំ នំី B  ្ាំឹជ 

(MK) ីិ�(LM) ំពជ(LK) េរេជរ� ្ិជ� R  ំពជ S   ។   

ីូរ្រស RIS∠  ជមនំ្ សី                                                         
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៦-េគតជ I  ំពជ O  េរេជរ� ជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជំពជកចពិរជងជ�ងរ�ឹេ្ក 

រំ្ិបេីេ េគឱ្្ិបេីេ ABC មនស ។ 

ីូរ្រស oOIA 90∠ =  ែន្តាិ  AB,BC,CA  ជសងបិំពង ពំ  

៧-េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនស�ំ្ិរជ a ,b ,c  ំពជ�ំរកឡ្�្ S    

ឧា�DEF  ជ្ិបេីេងរ�ឹ��នជ្ិបេីេ ABC   ។ 

ីូរ្រសាយជ �� 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    

៨-េគស� I  ំពជ O  ជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជ ំពជ ងរ�ឹេ្ករំ ABC∆ ។ 

រជងជ� Aω ងរ�ឹ��នជមន ំA  វាបេយំឹជ AB , AC  ំពជ BC  េរេជរ�  

្ិជ�ី ំំ នី K ,M  ំពជ N  េរេជរ�  ។ 

េាពំជីំំ នី�កព ែ P  រំងជ�ិ� KM  �ពិេនេែរជងជ�ងរ�ឹេ្ក 

រំ្ិបេីេ ABC  េនីូរារ ាបីំំ នី O , I , N  រិ�្ ិជ�រ� ។ 
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៩-ីំេព្គា�្ ិបេីេ ABC  េគស� D,E,F       
    ជីំ នំី�ពិេនេែងជ�ិ� [BC]   [CA],[AB]  េរេជរ�  ។  

    ស� P  ជីំ នំី្ាពងរវជ [AD]  ំពជ ]EF[  ។ 

    ីូរ្រស AB AC ADDC DB BC
AF AE AP

× + × = ×   ។ 

១០-េគស� I  ជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជ ំពជ O     ជរជងជ�ងរ�ឹេ្ករំ 

      ្ិបេីេABC ានែមពំ ាមំជ្ិបេីេមជផ ័ 

      ីូរារ  oAIO 90∠ ≤  ែន្តាិ 2BC AB AC≤ +   

១១-��នជេិ្តាងសិ  ABCD  មនស�ំ oBDC 90∠ =      

      េហសេិជរំីំេកែា�ជពប D  េយាកជ� (ABC)      

      ជ្ាពងរំ�មក�រំ ABC∆ ។ 

      ីូរ្រស 2 2 2 2(AB BC CA) 6(AD BD CD )+ + ≤ + +   

      េិេពែកេទាេសជេំមមព? 
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១២-េគឱ្ ABC  ជ្ិបេីេមនសេហស D  ជេិជរំ�មក�គូ 

       ពប�ំពូែ A  ។ 

       ស� E  ំពជ F  �ពិេនេែានឡ ិ�ី ិ�តមD  េដសនឹជ AE         

       ា�ជំជឹ BE េហស AF  ា�ជំជឹ CF  ានែ E  ំពជ F   

        ានពប D  ស� M  ំពជ N ជីំេន ី�កព ែរំងជ�ិ� BC
 

            ំពជ EF  េរេជរ�  ។ 

       ីូរ្រស AN  ា�ជំជឹ NM  ។ 
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ដំេណា្្រ 

 

លហំតទី១ 

េគឲ្្ិបេីេ ABC  មនស�ំ្ិរជ BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

P  ជីំេន ីមនសរំាកជ� េហស Iជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេABC។ 

ីូរ្រសាយជ ��មមព ថ 

2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +   ។ 

ដំេណា្្រ 

 

 

 

 

 

A 

B C D 

I 

P 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័121 

 

តជ a b cp
2

+ +
=   ជ� កំារ ព�្ិរំ្ិបេីេ ABC  

ស� Dជ្ាពងរវជ AI  ំពជ BC េន AD ជ� កំានឡ ិ�ពន��នជ 

រំមន ំA  រា�្ិបេីេ ABC  ។ 

េគ�ំ ABC ABD ADCS S S= +  

ឬ  1 1 A 1 Abcsin A c.ADsin b.ADsin
2 2 2 2 2

= +  

េគទ 2bc AAD .cos
b c 2

=
+

 

តម្ទឹពបាទ�ូនបំូ 
2 2 2b c acos A

2bc
+ −

=  

េគេំ 
2 2 2

2 A 1 cos A 2bc b c acos
2 2 4bc

+ + + −
= =  

                     

2 2(b c) a (b c a)(b c a)
4bc 4bc

2p(2p 2a) p(p a)
4bc bc

+ − + + + −
= =

− −
= =
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នឲំ្ 
2 2

2
2 2

4b c p(p a) 4bcp(p a)AD
bc(b c) (b c)
− −

= × =
+ +

  . 

េដស AD ជ� កំពន��នជរំមន ំA  រំ ABC∆  េនេគ�ំ ថ 

BD DC BD DC BC
AB AC AB AC AB AC

+
= = =

+ +
 

េគទ ac abBD , DC
b c b c

= =
+ +

 ។ 

នូីរ� ានរ BI  ជ� កំពន��នជរំមន ំB  រំ ABD∆  េនេគ�ំ ថ 

AI ID
AB BD

=   ឬ AI ID
acc

b c

=

+

 ឬ AI ID AI ID AD
b c a b c a 2p

+
= = =

+ + +
 

េគទ AI b c ID a,
AD 2p AD 2p

+
= =   

ំពជ 2
2

a(b c) abc p aAI.ID .AD .
b c p4p

+ −
= =

+
  ។ 

តម្ទឹពបាទ Stewart េគេំ ថ 

-ីំេព PD  េពេាំជឹ្ិបេីេ PBC  
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េគ�ំ 2 2 2BC.(PD BD.DC) BD.PC DC.PB+ = +  

          
2

2 2 2
2

a bc ac aba(PD ) .PC .PB
b c b c(b c)

+ = +
+ ++

 

េគទ 
2

2 2 2 a bc(b c).PD b.PB c.PC (1)
b c

+ = + −
+

 

-ីំេព PI  េពេាំជឹ្ិបេីេ PAD 

េគ�ំ 2 2 2AD.(PI AI.ID) AI.PD ID.PA+ = +  

ឬ        2 2 2AI IDPI .PD .PA AI.ID
AD AD

= + −  

           2 2 2b c a abc p aPI .PD .PA .
2P 2P b c p
+ −

= + −
+

 

      2 2 2 2abc(p a)2p.PI (b c).PD a.PA
b c

−
= + + −

+
       

      2 2 2 abc(b c a)2p.PI (b c).PD a.PA (2)
b c
+ −

= + + −
+

  

   ស�(1) និ��នជ (2)  ានឡ ា�ពបា្ជសមេគេំ ថ  

      
2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +   ។ 
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 ំហតតទ�២យ(Korea National Olympiad 1993) 

េគឲ្្ិបេីេ ABC  មនស�ំ្ិរជ BC a, AC b, AB c= = =  ។ 

ីូរ�ំេិ�ី ំេន ី P  រំាកជ�េនម្បឲ្  2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +    

�ំិរមកងា្ារ� រនី �ំេិ�ិ រមកងា្ារ�េំ ។ 

ដំេណា្្ា 

តជ I ជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេABC  

តម្ទឹពបាទ EULER ីំេព្គា�ី ំេន ី P  រំាកជ�េគ�ំមមព 

2 2 2 2a.PA b.PB c.PC (a b c).PI abc+ + = + + +    

េដស 2PI 0≥  េន 2 2 2a.PA b.PB c.PC abc+ + ≥    

នូីេំេនម្បឲ្្  2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +  �ំិរមកងា្ារ� 

ែន្តាិីំេន ី P I≡  ។ 

នូីេំីេំន ី P  គយជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជរំ ABC∆  េហសិរមកងា្ារ� 

រំ  2 2 2a.PA b.PB c.PC+ +  គយ abc  ។ 
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 ំហតតទ�៣យ(Spain Mathematical Olympiad 1998) 

េគឲ្្ិបេីេ ABC មនស ។ ីំេន ី D ំពជ E  �ពិេនេែានឡ ិ�BC 

េដសនឹជានឡ ិ� AD ំពជ AE  ្ាេយំឹជានឡ ិ�ាបំជឹរជងជ�ងរ�ឹ 

េ្ករំ្ិបេីេ ABC  ្ិជ� B  ំពជ C េរេជរ�  ។ 

ីូរ្រស 
2BE AB

CD AC
 =  
 

  ? 

ដំេណា្្ា 

 

 

 

 

 

 

A 

B C D E 

S 

o 
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តជ S  ជីំេន ី្ាពងរវជានឡ ិ�ាបំជឹរជងជ�ងរ�ឹេ្ករំ្ិបេីេ 

ABC  ្ិជ� B  ំពជ C េរេជរ�  ។ 

េគេំ SBC BAC∠ = ∠   

េដស AE / /SB  េន SBC AEB∠ = ∠   (មនឆំក ���នជ ) 

េគទ SBC BAC AEB∠ = ∠ = ∠   

េហស ABC ABE∠ = ∠  (មនរំនម ) នឲំ្ AEB∆  នូី CAB∆  ។ 

េគេំកែេពេានំេូី BE AB
AB BC

=   ឬ 
2ABBE (1)

BC
=  

្រសនូីរ� ានរេគេំ 
2ACCD (2)

BC
=  

ាី�មមព (1) ំពជ (2) ងជ� ំពជ ងជ�េគេំ 

2
2

2

AB
BE ABBC
CD ACAC

BC

 = =  
 

 

នូីេំ 
2BE AB

CD AC
 =  
 

  ។ 
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 ំហតតទ�៤ ( IMO 1991 ) 

េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនស ។ េគតជ I ជកចពិរំរជងជ�ងរ�ឹ��នជ 
្ិបេីេេំ ។ � កំានឡ ិ�ពន��នជរំមន ំA , B , C ីិ�្ ិរជ�ម 
េរេជរ� ្ិជ�  A' , B' , C'  ។ 

ីូរ្រស    1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤   ។ 

ដំេណា្្ា 

្រស   1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤   

 

 

 

 
 

'I  

A  

B  C  'A  H  

I  

'B  'C  

r  
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័128 

 

តជ BC a , AC b, AB c= = = ំពជ  r  ជីរំជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេ  

តជ S  ំពជ T  េរេជរ� ជរកឡ្�្រំ្ិបេីេ ABC  ំពជ IBC  

េសជ�ំ   
1S AH.BC
2

=  ំពជ 1T II'.BC
2

=  

េគេំ  T I I' (i)
S AH
=  

្ិបេីេា�ជ AA'H  ំពជ I A'I' �ំមន ំ A'AH A'I I'∠ = ∠  

 (មនំ្ រិតរ� )  ជ្ិបេីេនូីរ�  ។  

េគេំ II ' IA' AA' AI AI1 (ii)
AH AA' AA' AA'

−
= = = −  

តមទំន��ទំំ ជ (i)  ំពជ (ii)  េគទេំ  T AI1
S AA'
= −  

េដស 1T a.r
2

=  ំពជ a b cS pr .r
2

+ +
= =  

េគេំ 

1 ar AI2 1a b c AA'.r
2

= −
+ +
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នឱំ្  AI a b c1 (1)
AA' a b c a b c

+
= − =

+ + + +
 

នូីរ� ានរ BI c a (2)
BB' a b c

+
=

+ +
 ំពជ  CI a b (3)

CC' a b c
+

=
+ +

 

េពងត ពពបគនេទំន��ទំំជ (1) , (2)  ំពជ (3)  េគេំ  ថ  

3
AI.BI.CI (a b)(b c)(c a) (4)

AA'.BB'.CC' (a b c)
+ + +

=
+ +

 

តមត ពមមព AM GM−  េគេំ  ថ  

3

3

(a b) (b c) (c a) 3 (a b)(b c)(c a)

2(a b c) 3 (a b)(b c)(c a)

+ + + + + ≥ + + +

+ + ≥ + + +
 

េគទ  
3

3
(a b)(b c)(c a) 2 8

3 27(a b c)
+ + +  ≤ = 

 + +
 

េហ និេំ AI.BI.CI 8 (*)
AA'.BB'.CC' 27

≤  

មប្ ជេទេិេសជ សំិ  3
(a b)(b c)(c a) 1

4(a b c)
+ + +

>
+ +

  ពពិ  

េសជេំ 34(a b)(b c)(c a) (a b c)+ + + > + +  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័130 

 

េដស 3 3 3 3(a b c) a b c 3(a b)(b c)(c a)+ + = + + + + + +  

3 3 34(a b)(b c)(c a) a b c 3(a b)(b c)(c a)+ + + > + + + + + +  

       3 3 3(a b)(b c)(c a) a b c 0
(a b c)(a c b)(b c a) 4abc 0
+ + + − − − >
+ − + − + − + >

 

េដស a , b , c  ជ្ិរជ្ិបេីេមនសេន 
a b c
a c b
b c a

+ >
 + >
 + >

 

េគទ (a b c)(a c b)(b c a) 4abc 0+ − + − + − + >  ពពិ  

េហ និេំ AI.BI.CI 1 (**)
AA'.BB'.CC' 4

>  

តម (*)  ំពជ (**)  េគេំ   1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤    ។ 

នូីេំ  1 AI.BI.CI 8
4 AA'.BB'.CC' 27
< ≤    ។ 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័131 

 

 ំហតតទ�៥យ( IMO 1998 ) 

េគតជ I  ជកចពិរំរជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេ ABC  មនស ។  

ឧា�រជងជ�ងរ�ឹ��នជ្ិបេីេ ABC  ាប្ិរជ [BC],[CA],[AB]  

េរេជរ� ្ិជ� K ,L,M  ។ ានឡ ិ�មនសគូេីពបី ំ នំី B  ្ាំឹជ 

(MK) ីិ�(LM) ំពជ(LK) េរេជរ� ្ិជ� R  ំពជ S   ។   

ីូរ្រស RIS∠  ជមនំ្ សី                                                         
ដំេណា្្ា 

្រស RIS∠  ជមនំ្ សី  ថ  

 

    

 

 

A 

B C 

I 

L 

K 

M 

S 

R 
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័132 

 

េគ�ំ o AAML BMR 90
2

∠ = ∠ = −  

នូីរ� ានរ o CCKL BKS 90
2

∠ = ∠ = −  

ំពជ o BBKM BMK 90
2

∠ = ∠ = −  ។ 

មប្ ជេទេិ o BLMK MRS 90
2

∠ = ∠ = −   ។ 

តម្ទឹពបាទនបំូង នំត ពិំន��នជ្ិបេីេBRM ំពជ្ិបេីេ BSK  

េគេំ 
o

o

A Asin(90 ) cosRB 2 2
C CBM sin(90 ) cos
2 2

−
= =

−
 

េហសនូីរ� ានរ 

CcosSB 2
ABK cos
2

=  ឬ 

AcosBK 2
CSB cos
2

=  

េគទេំ RB BK
BM SB

=  នឱំ្ BM.BK RB.SB=  

េដស BM BK=  េន 2BM RB.SB (1)=  
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័133 

 

េគ�ំ (RS) / /(MK)   េហស (IB) (KM)⊥  េន (IB) (RS)⊥  

តម្ទឹពបាទពបតគរង័ នំត ពិំន��នជ្ិបេីេា�ជ RIB  ំពជ SIB  

េគេំ 2 2 2IR RB IB (2)= +  

ំពជ     2 2 2IS SB IB (3)= +  

តម្ទឹពបាទ�ូនបំូង នំត ពិំន��នជ្ិបេីេ RIS  េគេំ  ថ  

)4(Rc o.I S.I R2I SI RR S222 ∠−+=  

ស�ទំន��ទំំ ជ (1) ,(2) ,(3)  ម�ិំំ ន��នជ (4)  េគេំ  ថ  

2 2 2 2RB SB 2IB (RB SB)cos RIS
2IR.IS

+ + − +
∠ =  

                  
2 2 22IB 2RB.SB IB BM
2IR.IS IR.IS
− −

= =  

ាិ��នជ្ិបេីេា�ជ BIM  �ំ 2 2 2IB IM BM= +  

េគេំ 
2IMcos RIS 0

IR.IS
∠ = >  នឱំ្ RIS∠  ជមនំ្ សី ។ 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័134 

 

 ំហតតទ�៦ 

េគតជ I  ំពជ O  េរេជរ� ជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជំពជកចពិរជងជ�ងរ�ឹេ្ក 

រំ្ិបេីេ េគឱ្្ិបេីេ ABC មនស ។ 

ីូរ្រស oOIA 90∠ =  ែន្តាិ  AB,BC,CA  ជសងបិំពង ពំ  

ដំេណា្្ា 

្រស oOIA 90∠ =  ែន្តាិ  AB,BC,CA  ជសងបិំពង ពំ  

 

 

 

 

 

 

A C 

C 

O 

H 

I 
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័135 

 

តជ BC a , AC b , AB c= = =   ំពជ a b cp
2

+ +
=  

 េហស r  ំពជ R  ជីរំជងជ�ងរ�ឹ��នជ ំពជ ងរ�ឹេ្ករំ ABC∆   

ស� H  ជីំេកែរំ I  េែ [AC]  េនេគេំ  ថ  

IH r=   ំពជ AH p a= −   ។ 

- សំិ  oOIA 90∠ =  េន 2 2 2OA OI IA= +  

តម្ទឹពបាទងយាែេគ�ំ 2OI R(R 2r)= −  

តម្ទឹពបាទពបតគរ�័�នជ្ិបេីេា�ជ 2 2 2AHI : IA AH IH= +  

េគេំ 2 2 2R R(R 2r) r (p a)= − = + −  

   ឬ    2 22rR r (p a)= + −  

តមរាូម ពំេហរ បនជ abcS pr p(p a)(p b)(p c)
4R

= = − − − =  

េគទ  abc2rR
2p

=   ំពជ 2 (p a)(p b)(p c)r
p

− − −
=  

េគេំ 2abc (p a)(p b)(p c) (p a)
2p p

− − −
= + −  
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័136 

 

        

2

2 2

2

2 2

abc 2(p a)(p b)(p c) 2p(p a)
abc 2(p a)[(p b)(p c) p(p a)]

abc (2p 2a)(p pb pc bc p pa)

abc (2p 2a)[2p p(a b c) bc]

abc (b c a)(2p 2p bc)
abc bc(b c a)
a b c a

= − − − + −
= − − − + −

= − − − + + −

= − − + + +

= + − − +
= + −

= + −

 

េគទ 2a b c= +  េន c ,a ,b  ជសងបិំពង ពំ ។ 

- សំិ c ,a ,b  ជសងបិំពង ពំេនេគេំ  2a b c= +  

តម្ទឹពបាទ�ូនបំូ��នជ្ិបេីេ OIA  េគេំ  ថ  

2 2 2OA OI IA 2OI.IAcos OIA= + − ∠  

េគទ 
2 2 2OI IA OAcos OIA

2OI.IA
+ −

∠ =  

                             
2 2 2

2 2

R(R 2r) r (p a) R
2OI.IA

r 2rR (p a)
2OI.IA

− + + − −
=

− + −
=

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័137 

 

េដស b c 2a+ =  េន a b c 3ap
2 2

+ +
= =  

2
3a 3a 3a( a)( b)( c) a(3a 2b)(3a 2c)2 2 2r 3a 12a

2

− − − − −
= =  

     
2 29a 6(b c)a 4bc 4bc 3a

12 12
− + + −

= =  

េហស abc bcR 2rR 3a 32( )
2

= = =  

េគេំ 

2
24bc 3a bc 3a( a)

12 3 2cos OIA 0
2OI.IA

−
− + −

∠ = =  

េគេំ oOIA 90∠ =  ។ 

នូីេំ  oOIA 90∠ =  ែន្តាិ  AB,BC,CA  ជសងបិំពង ពំ ។ 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័138 

 

 ំហតតទ�៧ 

េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនស�ំ្ិរជ a ,b ,c  ំពជ�ំរកឡ្�្ S   ។ 

ឧា�DEF  ជ្ិបេីេងរ�ឹ��នជ្ិបេីេ ABC   ។ 

ីូរ្រសាយជ �� 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    

ដំេណា្្ា 

្រសាយជ �� 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    

 

 

 

 

តជ BD x , CE y , AF z= = =  េន 
0 x a
0 y b
0 z c

< <
 < <
 < <

 

A  

B  C  D  

E  

F  
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័139 

 

េគេំ DC a x , AE b y , BF c z= − = − = −  

តម្ទឹពបាទ�ូនបំូ��នជ្ិបេីេ BDF  េគេំ  ថ  

Bc)zc(x2)zc(xD F 222 −−−+=  

េដស cosB cos( (A C)) cos(A C)= π − + = − +  

េន 2 2 2DF x (c z) 2x(c z)cos(A C)= + − + − +  

           2 2[xcos A (c z)cosC] [xsin A (c z)sinC]= + − + − −  

េគទេំ DF | xcos A (c z)cosC |≥ + −  

្រសនូីរ� ានរ DE | y cosB (a x)cos A |= + −  

ំពជ EF | z cosC (b y)cosB |= + −  ។ 

េដសេ្ាត ពមមព្ិបេីេេគេំ  គប 

DE EF FD | acos A bcosB ccosC | (1)+ + ≥ + +  

តជ T acos A bcosB ccosC= + +  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័140 

 

         2

3 2 2

R sin 2A R sin 2B R sin 2C
R(sin 2A sin 2B sin 2C)
4R sin AsinBsinC

abc abc abc 8S4R. abc abc8R 2R 2( )
4S

= + +
= + +
=

= = = =
 

នូីេំ 
28SDE EF FD

abc
+ + ≥    ។ 
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័141 

 

 ំហតតទ�៨ 

េគស� I  ំពជ O  ជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជ ំពជ ងរ�ឹេ្ករំ ABC∆ ។ 

រជងជ� Aω ងរ�ឹ��នជមន ំA  វាបេយំឹជ AB , AC  ំពជ BC  េរេជរ�  

្ិជ�ី ំំ នី K ,M  ំពជ N  េរេជរ�  ។ 

េាពំជីំំ នី�កព ែ P  រំងជ�ិ� KM  �ពិេនេែរជងជ�ងរ�ឹេ្ក 

រំ្ិបេីេ ABC  េនីូរារ ាបីំំ នី O , I , N  រិ�្ ិជ�រ� ។ 
ដំេណា្្ា 

្រសាយជ ��ាបីំ នំី O , I , N  រិ�្ ិជ�រ�  

 

 

 

 

A  

B  

C  

P  Q
 K  

M  N  

I  

O  
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័142 

 

ស� Q  ជីំ នំី្ាពងទបពបររវជានឡ ិ� PM  ជមនសរជងជ� (ABC)  

តជ KP PM x= =   ំពជ PQ y=  ។ 

េសជ�ំ KB p c= −  ំពជ MC p b= −  ។ 

តម្ទឹពបាទង័សគនេរំីំំ នី K  ំពជ M  េពេាំឹជរជងជ� (ABC)  

េគ�ំ KP.KQ KA.KB=  ំពជ MP.MQ MC.MA=  

ឬ x(x y) p(p c)+ = −   ំពជ x(x y) p(p b)− = −  

ាូ�មបី រពបរេំេគេំ 22x p(2p b a) pa= − − =  

ឬ 2 1x pa
2

=   េហ និេំ 2 2MK 4x 2pa= =  ។ 

តម្ទឹពបាទ�ូនបំូង នំត ពិំន��នជ្ិបេីេ AKM  េគ�ំ  ថ  

2 2 2MK MA KA 2MA.KAcos A= + −  

េដស MA KA p= =  ំពជ 2MK 2pa=  េនេគេំ  ថ  

2 2 2 2 A2pa 2p 2p cos A 4p sin
2

= − =   ឬ 2 Aa 2psin
2

=  
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័143 

 

ាិ A (p b)(p c)sin
2 bc

− −
=  

េគេំ 2p(p b)(p c)a
bc

− −
=  ឬ  abc 2p(p b)(p c) (1)= − −  

ស� D  ជីំេកែា�ជរំ I  េែ BC េហស សំិ N'  

ជ្ាពងរវជ (OI)  ជមនស [BC]  ំពជ តជ E  ជីំ នំី�កព ែរំ 

BC  ។  

ឧា� N' N=  េនេគេំ N'C NC p b= = −  

េដស BD p b= −  េនេគេំ ED EN'=  ឬ E  ជីំ នំី�កព ែ 

រំងជ�ិ� [DN']  ។ 

្ិបេីេា�ជ N'DI  ំពជ្ិបេីេា�ជ N'EO  �ំមន ំ DN'I∠  

រនមវជ្ិបេីេនូីរ�  ។  

េហ និេំេគេំ  DI DN' 2DE 2
EO EN' EN'

= = =  ឬ DI 2.EO=   

េគ�ំ BOCBAC EOC
2

∠
∠ = = ∠   ។ 
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័144 

 

��នជ្ិបេីេា�ជ EOC  េគ�ំ OEcos EOC cos A
OC

∠ = =  

េគទ OE OC.cos A=   នឱំ្ DI 2.OC cos A=  

ស� DI r=  ំពជ OC R=  (ីរំជងជ�ងរ�ឹ��នជ ំពជ េ្ក ABC∆  ) 

េគេំ r 2R cos A=  ឬ  rcos A
2R

=  

តមរាូម ពំរកឡ្�្រំ ABC∆  េគ�ំ  abcS pr
4R

= =  

ំពជ្ទឹពបាទ�ូនបំូ 
2 2 2b c acos A

2bc
+ −

=  

េគេំ  
2 2 2 2

S
b c a 2Sp

abc2bc abcp
2S

+ −
= =  

ឬ 2 2 2 24S ap(b c a )= + −  ាិ S p(p a)(p b)(p c)= − − −  

េគេំ 2 2 24p(p a)(p b)(p c) ap(b c a )− − − = + −  

ឬ 2 2 24(p a)(p b)(p c) a(b c a )− − − = + −  
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័145 

 

េដស 2 2 2 2 2b c a (b c) a 2bc+ − = − − +  

                    
2bc (b c a)(b c a)
2bc 4(p b)(p c)

= + − + − −
= − − −

 

េន 4(p a)(p b)(p c) 2abc 4a(p b)(p c)− − − = − − −  

ឬ abc 2(p a)(p b)(p c) 2a(p b)(p c)= − − − + − −  

ឬ abc 2p(p b)(p c) (2)= − −  

តមទំន��ទំំ ជ (1)  ំពជ (2)  ាយជ ��ីរឧា� N' N=  ពពិ  

នូីេំាបីំំ នី O , I , N  រិ�្ ិជ�រ�  ។ 
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័146 

 

 ំហតតទ�៩យយយ(Indonesia National Science Olympiad 2009) 

ីំេព្គា�្ ិបេីេ ABC េគស� F,E,D  ជីំ នំី�ពិេនេែងជ�ិ�  

]BC[   ]A B[,]C A[  េរេជរ�  ។ ស� P  ជីំ នំី្ាពងរវជ ]AD[   

ំពជ ]EF[  ។ 

ីូរ្រស B
A
AD B

A E
A CD C

A F
A B

×=×+×   ។ 

ដំេណា្្ា 

្រសាយជ ��  AB AC ADDC DB BC
AF AE AP

× + × = ×  
 

   

 

 

 

A  

B  C  

F  

E  

I  

J  

D  

P  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័147 

 

ជ� (BI) / /(EF)  ំពជ (CJ) / /(EF)  ានែ I ,J (AD)∈  ។ 

េគ�ំ IBD∆  ំពជ JCD∆  នូីរ� េនេគេំ ID DB
JD DC

=  

ឬ ID JD ID JD IJ
DB DC DB DC BC

+
= = =

+
 ឬ DB.IJID

BC
=   

ំពជ IJ.DCJD
BC

= ។ 

េគ�ំ DB.IJAI AD ID AD
BC

= − = −  

េគេំ AI.DC AD.DC DB.IJ.DC (1)
AP AP AP.BC

= −  

មប្ ជេទេិ AJ AD JD= +   ាិ IJ.DCJD AD
BC

= +  

េគេំ AJ.DB AD.DB DB.IJ.DC (2)
AP AP AP.BC

= +  

ាូ�មមព (1) & (2)  េគេំ  ថ  

AI.DC AJ.DB AD.DC AD.DB AD.BC (3)
AP AP AP AP

+
+ = =  

េ្ព DC DB BC+ =  ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័148 

 

េគ�ំ ABI∆  ំពជ AFP∆ នូីរ� េនេគេំ AB AI (4)
AF AP

=  

េគ�ំ  ំពជ AJC∆  នូីរ� េនេគេំ AC AJ (5)
AE AP

=  

ស�មបី រ  ិំ នំ��នជ (3)  េគេំ  ថ  

AB AC ADDC DB BC
AF AE AP

× + × = ×  ពពិ   ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

A P E∆

)5(&)4(
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េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័149 

 

 ំហតតទ�១០យយ(Hong Kong National Olympiad 1999) 

េគស� I  ជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជ ំពជ O  ជរជងជ�ងរ�ឹេ្ករំ្ិបេីេ

ABC ានែមពំ ាមំជ្ិបេីេមជផ ័។ 

ីូរារ  oAIO 90∠ ≤  ែន្តាិ 2BC AB AC≤ +   

ដំេណា្្ា 

ារ  oAIO 90∠ ≤  ែន្តាិ 2BC AB AC≤ +    

 

 

 

 

 

 

 

A 

B 

C 

I 

O 

H 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័150 

 

តជ a ,b ,c  ជ្ិរជ ំពជ r ,R  ជីរំជងជ�ងរ�ឹ��នជីរំជងជ�ងរ�ឹេ្ករំ  

្ិបេីេ ABC   ។  េា oAIO 90∠ ≤  េន 
2 2 2OI IA OA (1)+ ≥ ,ស� H  ជីំេកែា�ជរំ I  េែ [CA]    

េគេំ IH r , AH p a= = −   ានែ a b cp
2

+ +
=  

��នជ AIH∆ ⊥  េគ�ំ 2 2 2IA (p a) r= − +  

តមរាូម ពំ Euler  េគ�ំ 2 2OI R 2rR= −   េហស OA R=  

ទំន��ទំំជ (1)  អីរេរ 2 2 2 2(p a) r R 2rR R− + + − ≥  

2 2

2

2

2 2

(p a) r 2rR
(p a)(p b)(p c) abc(p a) 2 .R

p 4Rp

2p(p a) 2(p a)(p b)(p c) abc

2(p a)[p ap p (b c)p bc] abc
(b c a)bc abc
b c 2a

⇔ − + ≥
− − −

⇔ − + ≥

⇔ − + − − − ≥

⇔ − − + − + + ≥
⇔ + − ≥
⇔ + ≥

 

នូីេំ oAIO 90∠ ≤  ែន្តាិ 2BC AB AC≤ +   ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័151 

 

 ំហតតទ�១១យ(IMO 1970) 

��នជេិ្តាងសិ  ABCD  មនស�ំ oBDC 90∠ =  

េហសេិជរំីំេកែា�ជពប D  េយាកជ� (ABC)  

ជ្ាពងរំ�មក�រំ ABC∆ ។ 

ីូរ្រស 2 2 2 2(AB BC CA) 6(AD BD CD )+ + ≤ + +   

េិេពែកេទាេសជេំមមព? 

ដំេណា្្ា 

  

 

 

 

 

 

D 

H 
E 

F 
B 

C 

A 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័152 

 

ជ��មក� [CE]   ំពជ [BF]  រំ្ិបេីេ ABC  េហសតជ H  

ជ្ាពងរវជ�មក�រំ្ បិេីេេំ ។ 

េគ�ំ (CED) (ABC)⊥   ំពជ (AB) (CE)⊥  ានែ (CE)   

ជានឡ ិ�្ ាពងរវជាកជ� (CED)  ំពជ (ABC)  េនេគទេំ 

(AB) (CDE)⊥  េហសេដស (DE) (CDE)⊂ េនេគេំ 

(AB) (DE)⊥  នឱំ្ BED∆  ជ្ិបេីេា�ជ្ិជ� E  ។ 

តម្ទឹពបាទពបតគរ ័ 2 2 2BD DE EB (1)= +   

តមមសិព�មស oBDC 90∠ = េន BDC∆ ជ្ិបេីេា�ជ្ិជ� D  

េគេំ 2 2 2BC BD CD (2)= +  

ស� (1)  និ��នជ (2)  េគេំ  2 2 2 2BC DE EB CD= + +  

ាិ 2 2 2BC CE EB= +  េនេគទេំ  ថ  

2 2 2 2 2CE EB DE EB CD+ = + +  ឬ 2 2 2CE DE CD= +  

នឱំ្ CED∆  ជ្ិបេីេា�ជ្ិជ� D  ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័153 

 

េគេំ  (CD) (ED)⊥  ំពជ (CD) (BD)⊥  េន (CD) (ABD)⊥  

េដស (AD) (ABD)⊂  េន (CD) (AD)⊥  នឱំ្ CDA∆   

ជ្ិបេីេា�ជ្ិជ� D  ។ 

្រសនូីរ� ានរេគេំ (AD) (BD)⊥  នឱំ្� ADB∆  

ជ្ិបេីេា�ជ្ិជ� D  ។  

តម្ទឹពបាទពបតគរេ័គេំ  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

AB AD BD

BC BD CD

CA AD CD

 = +
 = +


= +

 

េគទ 2 2 2 2 2 2AB BC CA 2(AD BD CD ) (3)+ + = + +  

តមត ពមមព Cauchy Schwarz−  េគ�ំ  ថ  

2 2 2 2(AB BC CA) 3(AB BC CA ) (4)+ + ≤ + +  

2 2 2 2(AB BC CA) 6(AD BD CD )+ + ≤ + +   ពពិ  

ត ពមមពេំ កី សជមមពែន្តាិ AB BC CA= =  

��នជ�រេប េនេគេំ ABC  ជ្ិបេីេមជផ ័។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័154 

 

 ំហតតទ�១២ 

េគឱ្ ABC  ជ្ិបេីេមនសេហស D  ជេិជរំ�មក�គូ 

ពប�ំពូែ A  ។ 

ស� E  ំពជ F  �ពិេនេែានឡ ិ�ី ិ�តមD  េដសនឹជ AE  

ា�ជំជឹ BE េហស AF  ា�ជំជឹ CF  ានែ E  ំពជ F  ានពប D   

ស� M  ំពជ N ជីំេន ី�កព ែរំងជ�ិ� BC  ំពជ EF  េរេជរ�  ។ 

ីូរ្រស AN  ា�ជំឹជ NM  ។ 

ដំេណា្្ា 

 

 

 

 

 

A 

B C D M 

N 

Q 

P 
E 

F 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័155 

 

តជ 1(w )  ំពជ 2(w )  ជរជងជ��ំងជ�ិ�កចពិេរេជរ�  AB  ំពជ AC  ។ 

េគេំ 1E (w )∈  េ្ព  AE BE⊥  េហស 2F (w )∈  េ្ព 

AF CF⊥ ។ 

តជ P  ំពជ Q  ជីំ នំី្ាពងរវជានឡ ិ� (AN)  ជមនស 1(w )  ំពជ 

2(w ) េរេជរ�  ។ 

ីំ នំី N  េនេ្ករជងជ� 1(w )  េនេគេំ NE.ND NQ.NA (1)=  

េ្ព N  ជីំេន ី�កព ែរំ EF  ។ 

ីំេពរជងជ� 2(w )  េគ�ំ NF.ND NP.NA (2)=  

តម (1) & (2)  េគទេំ NQ.NA NP.NA=  ឬ NQ NP=  

េដស MB MC=  េនេគេំ MN / /PC  េហសេដស 

AP PC⊥  

នូីេំ AN NM⊥   ។ 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័156 

 

 ំហតតទ�១៣យ( IMO 1981) 

េគស� P  ជីំេន ីមនសេន��នជ្ិបេីេ ABCេហស D,E,F  

ជេិជរំីំេកែា�ជពប P  េយានឡ ិ� BC,CA , AB  េរេជរ�  ។ 

ីូរ�េំិ�្ គា�ី េំន ី P  េនម្បឲ្ BC CA AB
PD PE PF

+ +  ងា្ារ� ា 

ដំេណា្្ា 

�ំេិ�្ គា�ី ំេន ី P 

 

 

 

 

 

 

A 

P 

B C D 

E 
F 

x 

y 
z 

a 

b c 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័157 

 

តជ BC a, AC b , AB c= = =  ជ្ិរជរា�្ិបេីេេំ 

ស� PD x , PE y , PF z= = =   ជី�ម សពប Pេយានឡ ិ� 

BC,CA , AB  េរេជរ�  ។ 

រកឡ្�្រំ្ិបេីេ ABC�ំេិ�េដស ថ 

PBC PCA PAB
1S S S S (ax by cz)
2

= + + = + +  

េគទ ax by cz 2S+ + =  ។  តមត ពមមព Cauchy-Schwarz

2 a b c(a b c) (ax by cz)( )
x y z

+ + ≤ + + + +   

េគទ 
2BC CA AB a b c (a b c)

PD PE PF x y z 2S
+ +

+ + = + + ≥    

ត ពមមពេំ កី ជមមពែន្តាិ byax cz
a b c
x y z

= =  

េគទេំ x y z= =  េន�ំំស័ BC CA AB
PD PE PF

+ +  ងា្ារ� 

េនេពែានែីំេន ី Pជកចពិរជងជ�ងរ�ឹ��នជរំ្ិបេីេ ។ 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័158 

 

 ំហតតទ�១៤យ 

េគស� P  ជីំេន ីមនសេន��នជ្ិបេីេ ABCេហស D,E,F  

ជេិជរំីំេកែា�ជពប P  េយានឡ ិ� BC,CA , AB  េរេជរ�  ។ 

ីូរ្រស PA PB PC 2(PD PE PF)+ + ≥ + +   ។ 

ដំេណា្្ា 

្រស PA PB PC 2(PD PE PF)+ + ≥ + +   

  

 
 

 

 

 

 

A 

B C 

P 

D 

E 
F 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័159 

 

េគ�ំ oPDC PEC 180∠ +∠ =  េន PDCE ជី និេីេងរ�ឹ 

��នជរជងជ�ងជ�ិ�កចពិ PC  ។ 

តម្ទឹពបាទ�ូនបំូង នំត ពិំន��នជ PDE∆  េគេំ ថ 

2 2 2DE PD PE 2PD.PE.cos DPE= + − ∠  ាិ oDPE 180 C∠ = −  

2 2 2

2 2 o

2 2

2 2

DE PD PE 2PD.PE.cosC

PD PE 2PD.PE.cos(180 (A B))

PD PE 2PD.PEcos(A B)

(PDsinB PEsin A) (PDcosB PEcos A)

= + +

= + + − +

= + − +

= + + −

 

េ្ព cos(A B) cos AcosB sin AsinB+ = −  ។ 

ាិ 2(PDcosB PEcos A) 0− ≥  េន DE PDsinB PEsin A≥ +  

្ិបេីេ CDE  ងរ�ឹ��នជរជងជ�ងជ�ិ�កចពិ PC  េនតម្ទឹពបាទនបំូ 

េគេំ DE sinB sin APC PD. PE. (1)
sinC sinC sinC

= ≥ +   

្រសាំបកយនូីរ� ានរេគេំ sinB sinCPA PF. PE. (2)
sin A sin A

≥ +  



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័160 

 

ំពជ sin A sinCPB PF. PD. (3)
sinB sinB

≥ +  ។ 

េពងកែា�ូត ពមមព (1),(2) ំពជ (3) េគេំ ថ
sinC sinB sinC sin A sinB sin APA PB PC PD( ) PE( ) PF( )
sinB sinC sin A sinC sin A sinB

+ + ≥ + + + + +

តមត ពមមព AM GM−  េគ�ំ ថ 

sin A sinB sinC sin A sinB sinC2 , 2, 2
sinB sin A sin A sinC sinC sinB

+ ≥ + ≥ + ≥  

នូីេំ PA PB PC 2(PD PE PF)+ + ≥ + +   ។ 

 

 

 

 

 

 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័161 

 

 ំហតតទ�១៥ 

េគឲ្្ិបេីេ ABCមនសំពជ P  ជីំេន ីមនសេន��នជ្ិបេីេ 

ABC  ។ ីូរ្រសាយជ �� ថប ជិពី មនសរំមន ំ PAB, PBC∠ ∠  

ំពជ PCA∠  ្ រិតិូីជជ ឬ េសេយំឹជ o30   ។ 

ដំេណា្្ា 

 

 

 

 

 

េសជ សំិ PAB , PBC , PCA∠ = α ∠ = β ∠ = γ  

ស� Q,R ,S ជីំេកែា�ជរំ P  េែ BC,CA, AB  េរេជរ�  ។ 

េគេំ PS PQ PRsin , sin ,sin
PA PB PC

α = β = γ =   ។ 

A 

B C 

P 

Q 

R 
S 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័162 

 

ឧា�មន ំ , ,α β γ  ទជំង�នទពាិពំជជ o30  េនមន ំ , ,α β γំបមនសៗ 

្ រិតិូីជជ o150 ។ េគេំ 1 1 1sin , sin ,sin
2 2 2

α > β > γ >  

េគទ PS 1 PQ 1 PR 1, ,
PA 2 PB 2 PC 2

> > >  

េហ និេំ PA PB PC 2(PQ PR PS)+ + < + +   

េដស PA PB PC 2(PQ PR PS)+ + ≥ + +   

(ត ពមមព Erdos-Mordell  : េមែ្�សែំហិ�ទប1() 

នឲំ្ីរឧា�ពជេែមពំ ពពិ  ។ 

នូីេំថប ជិពី មនសរំមន ំ PAB, PBC∠ ∠  ំពជ PCA∠  ្ រិតិូីជជ ឬ 

េសេយំឹជ o30   ។ 
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លហំត់អនវតអន 

១-រជងជ�ងរ�ឹ��នជរំ្ិបេីេ ABC  ាបំឹជ្ិរជ BC,CA , AB  
 េរេជរ� ្ិជ�ី ំេន ី D,E,F  ។  

 ្រស 
2 2 2BC CA AB 12

EF FD DE
     + + ≥     
     

 

២-េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនស�ំ�មក� AD, BE ,CF   ។ 

   ្រស 
2 2 2EF FD DE 3

BC CA AB 4
     + + ≥     
     

 

៣-េគស� P  ជីំំ នីេន��នជ្ិបេីេ ABC  េហស D,E,F   
   ជ្ាពងរវជAP ,BP ,CP  ជមនស្ិរជ BC,CA , AB េរេជរ�  ។ 

    ីូរ្រស AD BE CF 9
AP BP CP 2

+ + ≥   ។ 

៤-េគតជ 1 1 1A ,B ,C ជាបី ំំ នី�ពិេនេែ្ិរជ BC,CA , AB រំ 

ABC∆ ។ ីូរារ  1 1 1AA BB CC1 3
2 AB BC CA 2

+ +
< <

+ +
  ។ 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័164 

 

៥-េគ�ំ្ិបេីេ ABC  មនស�ំ្ិរជ a ,b ,c  ំពជរកឡ្�្ S  ។ 
តជ T  ជរកឡ្�្រំ្ិបេីេមជផង័រ�ឹ��នជ្ិបេីេ ABC

ពជេែ ។ ីូរ្រស S34cba
S32T 222

2

+++
≥   ។ 

៦-េគ�ំ្ិបេីេពបរ ABC  ំពជ XYZ  ងរ�ឹ��នជរជងជ�ាិមនស ។ 
េគនឹជ AX / / BC , BY / /CA , CZ / /AB  ។ 
តជ a ,b ,c  ជ្ិរជរំ ABC∆  ំពជ x,y,z ជ្ិរជរំ XYZ∆  ។ 

្រស x y z 1
a b c
+ +

≤
+ +

 ំពជ x y z 3
a b c
+ + ≤   ។ 

៧-េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនសា�ជ្ិជ� A  ំពជ�ំ�មក� AH h=  

តជ r  ជីរំជងជ�ងរ�ឹ��នជរំ្ិបេីេ ។  

ីូរ្រស r 12 1
h 2

− ≤ <   ? 
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៨-េគតជ P  ជីំំ នីមនសេន��នជ្ិបេីេ ABC  េហសស� 

D,E,F  ជីំ នំី្ាពងរវជានឡ ិ� AP ,BP ,CP  ជមនស្ិរជ 

BC,CA, AB េរេជរ�  ។ 

ីូរ្រស AP BP CP 6
PD PE PF

+ + ≥   ំពជ AP BP CP. . 8
PD PE PF

≥  

៩-��នជ្ិបេីេ ABC  មនសីូរ្រស  ថ  

2 2 2 2 2 2cos A cos B cos B cos C cos C cos A r1
cos A cosB cosB cosC cosC cos A R

+ + +
+ + ≥ +

+ + +
 

១០-េគ�ំ្ិបេីេ ABC  មនសា�ជ្ិជ� A  ។ តជ M  ,N ,P  

ជីំំ នីាបរវជរជងជ�ងរ�ឹ��នជជមនស្ិរជ BC,CA, AB  ។ 

ីូរ្រស 4 3MN MP BC
9

+ ≤   ។ 

១១-្ិបេីេ ABC មនសងរ�ឹ��នជរជងជ�កចពិ O  ី ំR  ។  
តជ 1 2 3R ,R ,R ជីរំជងជ�ងរ�ឹេ្ក្ិបេីេ OAB,OBC,OCA  

េរេជរ�  ។ ្រស 
1 2 3

1 1 1 3 2 3
R R R R

+
+ + ≥    
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១២-(APMO, 1996) តជ a,b,c  ជ្ាាតជ្ិរជរំ្ិបេីេមនស ។  
ីូរារ  a b c b c a c a b a b c+ − + + − + + − ≤ + +  
១៣-(IMO, 1964) តជ a,b,c  ជ្ាាតជ្ិរជរំ្ិបេីេមនស ។ 

ីូរារ  2 2 2a (b c a) b (c a b) c (a b c) 3abc+ − + + − + + − ≤  
១៤-(IMO, 1983) តជ a,b,c  ជ្ាាតជ្ិរជរំ្ិបេីេមនស ។ 

ីូរារ  2 2 2a b(a b) b c(b c) c a(c a) 0− + − + − ≥  ។ 

១៥-េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនសា�ជ្ិជ� A   ។   
ីំេព្គា�ី ំ នំំគិ� n 2≥ ីូរ្រស n n nAB AC BC+ ≥   ។ 

១៦-តជ a b ch ,h ,h  ជ្ាាតជ�មក�រំ្ិបេីេ ABC  

មនសានែងរ�ឹេ្ករជងជ�កចពិ I  ំពជី ំr  ។  ីូរ្រសថ 

�. 
a b c

1 1 1 1
r h h h
= + +                          

ា. a b ch h h 9r+ + ≥  
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១៧-(Korea, 1995)េគឱ្្ិបេីេ ABC  មនសេហសតជ L,M ,N   

ជីំំ នី�ពិេែ្ិរជ  BC,CA , AB  េរេជរ�  ។ តជ P ,Q  ំពជ R  

ជីំេន ី្ាពងរវជានឡ ិ�AL,BM  ំពជ CN ជមនសរជងជ� 
ងរ�ឹេ្ករំ ABC∆  េរេជរ�  ។  

ីូរ្រស AL BM CN 9
LP MQ NR

+ + ≥   ។ 

១៨-(Shortlist IMO, 1997)  ្ាាតជ្ិរជរំេីេ ABCDEF  

េកឡ�ជផឡ ិ� AB BC,CD DE= =  ំពជ EF FA=  ។  

ីូរ្រស 2
3

F C
F A

D A
D E

B E
B C

≥++  ។ 

១៩-េគស� AD,BE,CF  ជ�មក�រំ្ិបេីេ ABC  េហស 

PQ,PR,PS ជី�ម សពបី ំ នំី P  េយ្ិរជ BC,CA, AB  េរេជរ�  ។ 

ីូរារ  AD BE CF 9
PQ PR PS

+ + ≥   ។ 

 



គណ�ត�ទ�េ្រជីេេរី 
 

 

េេៀបេេៀងេដាយ ល�យ  ល�ុ  ទំពរ ័168 

 

២០-េា P  ជីំ នំីេន��នជ្ិបេីេ ABC  ានែ 

PA ,m PB,n PC= = = េនីូរារ   

2 2 2( m mn n )( m n) a b m c n+ + + + ≥ + +     
ានែ a ,b ,c  ជ្ិរជរំ ABC∆  ។ 
២១-(APMO, 1997)េគឱ្ ABC  ជ្ិបេីេមនស ។  
ានឡ ិ�ពន��នជរំមន ំA  និាងជ�ិ� BC ្ិជ� X ំពជ និារជងជ�ងរ�ឹេ្ករំ 

ABC∆  ្ិជ� Y  ។ តជ a
AXL
AY

=  ។ 

េគ�ំេិ� bL  ំពជ cL  តមរេាេានូីរ� ានរ ។ 

ីូរ្រស a b c
2 2 2

L L L 3
sin A sin B sin C

+ + ≥  ? 
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